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Magistrsko delo naj obravnava tlakovanje trikotnika s skladnimi trikotniki. Osre-
doto£i naj se na problem obstoja tlakovanj s predpisanim ²tevilom trikotnikov, s
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sedmimi trikotniki.
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Razrez trikotnika na sedem skladnih trikotnikov
Povzetek
N -tlakovanje trikotnika ABC s trikotnikom T je na£in rezanja trikotika ABC v N
skladnih manj²ih trikotnikov. Manj²emu trikotniku T pravimo plo²£ica. Do sedaj je
bilo malo znanega o moºnih vrednostih ²tevila N , na katere se v tem magistrskem
delu osredoto£imo. Ko je plo²£ica T podobna trikotniku ABC, dokaºemo, da so
moºne tri oblike ²tevila N . V primeru, ko je N popolni kvadrat, lahko N -tlakujemo
poljuben trikotnik. e pa je N ∈ {e2+f 2, 3n2;n, e, f ∈ N}, je plo²£ica T pravokotni
trikotnik. Plo²£ica T ima sorazmerne kote, £e je vsak od njih racionalni ve£kratnik
²tevila π. Naj bo trikotnik ABC N -tlakovan s plo²£ico T , ki ima sorazmerne kote


























in je N = 3m2.
e pa je ABC enakokraki trikotnik z baznim kotom α in tlakovan s plo²£ico T , ki
je podobna polovici trikotnika ABC, potem je N sodo ²tevilo. Prav tako razi²£emo
moºne N , £e plo²£ica T nima vseh sorazmernih kotov. Naj bo trikotnik ABC N -
tlakovan s plo²£ico, ki ni podobna trikotniku in katere koti niso vsi sorazmerni.
Tedaj pokaºemo, da je N ≥ 8. Na koncu pa iz vseh zgornjih primerov dokaºemo,
da ne obstaja 7-tlakovanje trikotnika s skladnimi plo²£icami.
Section of a triangle into seven congruent triangles
Abstract
The N -tiling of the triangle ABC with the triangle T is a process of cutting the
triangle ABC into N congruent smaller triangles. The smaller triangle T is called
the tile. So far, little is known about the possible values of the number N , which is
the main subject of the master's degree. When the tile T is similar to the triangle
ABC, we can prove that three forms of the number N are possible. When N is a
perfect square, any triangle can be N -tiled. However, the tile T is a right triangle
if N ∈ {e2 + f 2, 3n2;n, e, f ∈ N}. The tile T has commensurable angles if each
one of them is a rational multiple of number π. Furthermore, let a triangle ABC
be N -tiled with the tile T , which has commensurable angles and is not similar to


























and N = 3m2. However, if
ABC is an isosceles triangle with base angle α and tiled with the tile T , which is
similar to one half of the triangle ABC, then N is an even number. Moreover, the
possible values of N are analyzed, if not all angles of the tile T are commensurable.
We can prove that N ≥ 8, when the triangle ABC is N -tiled with the tile that is not
similar to the triangle and has angles that are not all commensurable. Finally, we
prove, based on above examples, that the 7-tiling of the triangle with the congruent
tiles does not exist.
Math. Subj. Class. (2010): 51M20, 51M04, 51M05
Klju£ne besede: trikotnik, tlakovanje, skladnost, podobnost




e imamo na voljo kup majhnih ko²£kov, se lahko takoj vpra²amo, kako bi lahko
poloºili enega zraven drugega. Takemu polaganju pravimo tlakovanja. Najdemo jih
povsod okrog nas. S preprostimi besedami bi lahko rekli, da je polaganje ko²£kov
na£in razgradnje prostora v veliko majhnih kosov, ki se prilegajo skupaj brez lukenj
ali prekrivanja. Narava nam na vsakem koraku ponuja raznovrstne vzorce tlakovanj,
ki jih lahko uporabimo kot navdih pri najrazli£nej²ih dejavnostih. Opazimo jih lahko
pri razporeditvi lusk pri ribah, na ºelvjem oklepu, v £ebeljem satovju, pri razporedu
son£ni£nih semen . . . Tako so se zametki tlakovanj pokazali ºe zgodaj v £love²ki
zgodovini, ko so ljudje posnemali naravne vzorce in so si lep²ali domove in okolico.
Tlakovanja pa se niso pojavila samo v arhitekturi, ampak tudi v umetnosti.
Slika 1: Satovje. Vir [4]. Slika 2: Tlakovci. Vir [5].
1.1 Seznam avtorjev pomembnej²ih uporabljenih £lankov
1.1.1 Alexander Soifer
Alexander Soifer je ameri²ki matematik, rojen 14. avgusta 1948 v Rusiji. Doktoriral
je leta 1973, nato pa je bil profesor matematike na Univerzi v Koloradu od leta
1979. Bil je tudi gostujo£i profesor na Univerzi Princeton v letih od 2002 do 2004 in
ponovno od leta 2006 do 2007. Njegove publikacije vklju£ujejo 13 knjig in ve£ kot
400 £lankov. Leta 1983 je Soifer ustanovil Colorado Mathematic Olympiad (CMO)
na Univerzi Colorado v Colorado Springsu, kjer ²e zdaj sestavi in zapi²e ve£ino
problemskih nalog za tekmovanja. Leta 1990 je iz²la Soiferjeva knjiga [13], kjer je
razmi²ljal o dveh velikih problemih:
• Za katere N je lahko vsak trikotnik N -tlakovan?
• Za katere N je vsak trikotnik N -tlakovan s podobnimi, vendar ne nujno skla-
dnimi trikotniki?
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Slednje je s£asoma postalo problemska naloga matemati£ne olimpijade. V drugi iz-
daji iz leta 2009 je dodano poglavje, v katerem so opisana bikvadrati£na tlakovanja
in izrek Laczkovicha. Kot priznanje za 35 let vodenja CMO so se sodniki in zma-
govalci leta 2018 odlo£ili preimenovati CMO v Soiferjevo matemati£no olimpijado.
Njegovi trenutni projekti vklju£ujejo nove publikacije in raz²irjene izdaje s pomo-
£jo zaloºbe Springer iz prej objavljenih knjig: Matematika kot re²evanje problemov,
Kako lahko razreºemo trikotnik . . . Odstavek je povzet po [12] in [2, poglavje 3].
1.1.2 Miklós Laczkovich
Miklós Laczkovich, rojen 21. februarja 1948, je madºarski matematik. Ve£inoma je
znan po svojem delu o realni analizi in teoriji geometrijskih mer. Njegov najslavnej²i
rezultat je re²itev problema kroºenja v krogu Tarskega leta 1989. Diplomiral je iz
matematike leta 1971 na Univerzi Eötvös Loránd, kjer od takrat pou£uje, trenutno
pa vodi Oddelek za analize. Bil je tudi profesor na University College London, kjer
ima sedaj status upokojenega profesorja. Je tudi zelo aktiven avtor, saj je objavil
ve£ kot 100 £lankov in izdal dve knjigi, od katerih je bila Domneva in dokaz med-
narodni uspeh. Eden od njegovih rezultatov je re²itev Kempermanovega problema:
£e je f realna funkcija, ki ustreza 2f(x) ≤ f(x + h) + f(x + 2h) za vsak h > 0,
potem je f monotono nara²£ajo£a. Laczkovich je ²tudiral tudi moºne oblike plo²£ic
in trikotnikov, ki jih je mogo£e uporabiti pri tlakovanjih in dobil rezultate, ki jih
bomo opisali v nadaljevanju. Kaj ve£ o tlakovanjih (ne samo trikotnikov), si lahko
preberemo tudi v njegovih £lankih [7, 8]. Odstavek je povzet po [6].
1.1.3 Michael Beeson
Michael Beeson se je rodil 19. avgusta 1945 v Kansasu. Odra²£al je v Topeki, Dodge
Cityju in Wichiti, leta 1963 pa je kon£al srednjo ²olo Topeka. tiri leta je preºivel
na Caltechu, kjer je ²tudiral matematiko in ziko. Leta 1971 je doktoriral iz logike
na Stanfordu. V naslednjih letih je kot profesor pou£eval na razli£nih univerzah.
V letih od 1985 do 1997 je razvil program MathXpert, izobraºevalno matemati£no
programsko opremo za u£enje algebre in analize, ki jo tudi distribuira. Zadnja leta
pa se precej ukvarja s tlakovanji trikotnikov. V [2] se je bolj osredoto£il na moºne
vrednosti ²tevila N pri N -tlakovanju trikotnika s plo²£ico in je tako ºelel nadgraditi
Laczkovichevo delo. Odstavek je povzet po [1].
1.2 Opis naloge
Najprej se bomo seznanili z osnovnimi pojmi in denicijami, ki jih bomo uporabljali
tekom celotnega magistrskega dela. Osredoto£ili se bomo na problem rezanja triko-
tnika v N skladnih trikotnikov, zato bomo predstavili ²tevilne primere N -tlakovanj
trikotnika za razli£ne vrednosti N , ki so ve£inoma poznani ºe dalj £asa. Spoznali
pa bomo tudi tlakovanja, kot so kvadrati£na, bikvadrati£na in druge, saj se bodo
nana²ala na na²e leme in izreke.
V tretjem poglavju bomo obravnavali Laczkovichev seznam tlakovanj trikotnika
s plo²£ico s sorazmernimi koti. Razdelili ga bomo na tri podpoglavja. Najprej si
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bomo pogledali tlakovanja enakostrani£nega trikotnika, nato pa ²e tlakovanja ena-
kokrakega trikotnika. Na koncu bomo povzeli moºne vrednosti za N pri tlakovanjih
trikotnika s plo²£ico s sorazmernimi koti in tako bolj podrobno zapisali Laczkovichev
seznam.
V naslednjem poglavju bomo raziskovali primere tlakovanj trikotnika s plo²£ico,
katere koti niso vsi sorazmerni. Sprva pa si bomo pogledali nekatera dodatna dejstva,
ki nam bodo pomagala pri dokazovanju obstoja tlakovanj glede na dane primere, kjer
bo to mogo£e.
V nadaljevanju bomo s pomo£jo vseh prej²njih poglavij v kratkem dokazu poka-
zali, da 7-tlakovanja trikotnika s skladnimi plo²£icami ne obstajajo.
V zadnjem poglavju pa si bomo pogledali ²e nekatera novej²a tlakovanja triko-
tnika in odprte probleme.
2 Osnovni primeri N -tlakovanj
Za za£etek zapi²imo, kdaj sta dva trikotnika skladna. In sicer takrat, ko se ujemata v
stranicah. V primeru, da se trikotnika ujemata v dveh notranjih kotih, pa pravimo,
da sta si trikotnika podobna. Znak za podobnost je ∼. Skladnost dveh trikotnikov
je torej poseben primer podobnosti, ko se trikotnika ujemata v notranjih kotih in je
razmernosti koecient vseh stranic enak 1.
Poglejmo si ²e natan£no matemati£no denicijo tlakovanja in dolo£imo nekaj
terminologije ter zapisov, ki so povzeti po [2, podpoglavje 2.1].
Denicija 2.1. Naj bo dan trikotnik T in trikotnik ABC. N-tlakovanje trikotnika
ABC s trikotnikom T je mnoºica trikotnikov T1, T2, . . . , TN , ki so skladni s trikotni-
kom T , katerih notranjosti so disjunktne in velja △ABC =
⋃︁N
i=1 Ti. Trikotniku T
pravimo tudi plo²£ica T .
Naj bodo a, b in c dolºine robov plo²£ice T in naj bodo α, β in γ velikosti kotov
na nasprotnih straneh robov a, b in c. Oznaka N bo zmeraj pomenila ²tevilo plo²£ic,
ki bodo uporabljene pri tlakovanju. N -tlakovanje trikotnika ABC je tlakovanje,
ki vsebuje N kopij plo²£ice T . Pomeni N,α, β, γ, a, b, c, A,B in C bodo dolo£eni
tekom tega magistrskega dela. Predpostavili bomo, da je α ≤ β ≤ γ, kadar ni druge
predpostavke za α in β. V£asih bomo predpostavili, da je 3α + 2β = π.
Opomba 2.2. Kot smo ºe omenili v opisu naloge, se bomo ukvarjali zgolj s tlakovanji
trikotnikov, zato bo od sedaj naprej izraz tlakovanje pomenil tlakovanje trikotnika.
Najti ºelimo moºna tlakovanja, ki jih opi²e trojica (ABC, T,N). To pomeni, da
i²£emo N -tlakovanja trikotnika ABC s plo²£ico T , kjer plo²£ica ni nujno podobna
trikotniku ABC.
Poglejmo si nekaj osnovnih primerov N -tlakovanj. Poglavje je povzeto po [2,
poglavji 2 in 3].
Naj ima trikotnik velikosti kotov enake 30◦, 60◦ in 90◦. Takemu trikotniku pra-
vimo 30-60-90 trikotnik. Na levi strani slike 3 je prikazano 3-tlakovanje trikotnika, ki
je moºno samo v primeru, ko je 30-60-90 trikotnik. Na desni pa smo 3-tlakovali ena-
kostrani£ni trikotnik. V prvem primeru je plo²£ica T podobna trikotniku, v drugem
pa ne.
3
Slika 3: Dve 3-tlakovanji razli£nih trikotnikov.
Slika 4: Prikazana so 4-, 9- in 16-tlakovanje enakostrani£nega trikotnika.
Prikazano metodo tlakovanja za N ∈ {4, 9, 16} na sliki 4 lahko posplo²imo za
vsak popolni kvadrat N . Medtem ko zgornji 3-tlakovanji ne moremo uporabiti za
poljuben trikotnik ABC, lahko poljuben trikotnik razdelimo na N = n2 skladnih
plo²£ic z risanjem n − 1 enako razmaknjenih £rt, ki so vzporedne vsaki stranici
trikotnika posebej, kot je prikazano na sliki 5. Iz tega sledi, da trikotniku dori²emo
3(n− 1) £rt. Tako opisanemu tlakovanju pravimo kvadrati£no tlakovanje. Torej
je pri takem tlakovanju plo²£ica T podobna trikotniku ABC.
Slika 5: Kvadrati£no 64-tlakovanje poljubnega trikotnika.
Naj bo torej trikotnik ABC N -tlakovan s plo²£ico T in naj bo m neko naravno
²tevilo. Takrat lahko trikotnik ABC tlakujemo z Nm2 plo²£icami tako, da vse
plo²£ice T1, T2, . . . , TN m2-tlakujemo z novo plo²£ico T̃ , ki je podobna plo²£ici T .
Zato je mnoºica vseh ²tevil N , za katero obstaja N -tlakovanje danega trikotnika,
zaprta za mnoºenje s kvadrati.
V£asih je mogo£e kombinirati tudi dve kvadrati£ni tlakovanji (z isto plo²£ico T )
v eno tlakovanje, kot je prikazano na sliki 6. Naj bo ABC pravokotni trikotnik
in naj ima pravi kot v ogli²£u C. Vi²ina na stranico AB razdeli trikotnik na dva
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novonastalih trikotnikov je podoben trikotniku ABC in vsakega posebej je mogo£e
tlakovati z e2 in f 2 skladnimi plo²£icami. Plo²£ica T je podobna trikotniku ABC.
Tako smo konstruirali N -tlakovanje, kjer je N = e2 + f 2, in takemu tlakovanju
pravimo bikvadrati£no tlakovanje. Ve£je bikvadrati£no tlakovanje za N = 72+52
je prikazano na desni strani slike 6. Poglejmo si konstrukcijo takih tlakovanj.
Slika 6: Bikvadrati£ni tlakovanji pravokotnega trikotnika ABC. Na levi strani slike




z N = 13 = 32 + 22. Na desni strani




z N = 74 = 72 + 52.
Naj bo N = e2 + f 2 in T pravokotna plo²£ica s katetama dolºine e in f , e ≥ f .
Naj bo ADC pravokotni trikotnik z osnovnico AD dolºine e2, pravim kotom v
ogli²£u D in vi²ino ef , tako da ima stranica DC dolºino ef . Potem lahko trikotnik
ADC e2-tlakujemo. Zdaj pa podalj²amo osnovnico AD do to£ke B za dolºino f 2.















e2 + f 2
f
√︁





Rezultat je bikvadrati£no tlakovan trikotnik ABC z e2+f 2 plo²£icami, ki so skladne
plo²£ici T .
Najpreprostej²i primer bikvadrati£nega tlakovanja za N = 5 je prikazan na levi
strani slike 7. Bolj podrobno si oglejmo ²e kvadrati£no 4-tlakovanje pravokotnega
trikotnika. e pari plo²£ic tvorijo pravokotnik, potem lahko pravokotniku zame-
njamo diagonalo in dobimo nova tlakovanja, ki so podobna kvadrati£nim. Na tak
na£in dobimo tudi nova tlakovanja, ki so podobna bikvadrati£nim tlakovanjem. Pri-
mer je prikazan na desni strani slike 7. Nadalje opazimo, da lahko iz tlakovanj,
ki so podobna kvadrati£nim, dobimo ²e bolj zapletena tlakovanja. Kot vidimo na
sliki 8, dve plo²£ici Ti lahko sestavljata enakostrani£ni trikotnik in nam simetrija
omogo£i nadaljnjo preureditev plo²£ic. Torej spet dobimo razli£na 4-tlakovanja. In
posledi£no tudi razli£na 5-tlakovanja, ki so podobna bikvadrati£nim 5-tlakovanjem.
Naj bo trikotnik ABC n2-tlakovan in T enakostrani£na plo²£ica. Potem lahko
vsako plo²£ico razdelimo na polovico z vi²ino. Tako se trikotnik razdeli v 2n2 skla-
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Slika 7: Primer dveh 5-tlakovanj pravokotnega trikotnika ABC.
Slika 8: Razli£na 4-tlakovanja v primeru, ko dve plo²£ici Ti sestavljata enakostrani£ni
trikotnik.
dnih plo²£ic. Namesto, da bi plo²£ice razpolovili, jih lahko razdelimo tudi na 3 ali 6
skladnih plo²£ic. Torej je lahko vsak enakostrani£ni trikotnik tlakovan s 3n2 ali 6n2
skladnimi plo²£icami.
Slika 9: Primeri 6-, 8- in 12-tlakovanj enakostrani£nega trikotnika.
Opomba 2.3. Glede na sliko 9 so moºna tudi 8n2- in 12n2-tlakovanja, ampak za
dokaz na²ega glavnega izreka nas to ne zanima.
Na sliki 10 sta prikazani dve razli£ni 12-tlakovanji enakostrani£nega trikotnika.
Za£nemo lahko s 3-tlakovanjem in nato vsako plo²£ico kvadrati£no 4-tlakujemo ali
pa za£etni trikotnik kvadrati£no 4-tlakujemo in nato vsako plo²£ico ²e 3-tlakujemo.
Zgornji primeri zagotovo ne zajemajo vseh moºnih tlakovanj, tudi £e je N kva-
drat. Poglejmo si sliko 11, ki prikazuje 9-tlakovanje trikotnika. Ker kvadrati£no
tlakovanje vsebuje simetrije, kjer dva trikotnika sestavljata pravokotnik, lahko ne-
katere plo²£ice preuredimo.
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Slika 10: Dva razli£na na£ina 12-tlakovanj enakostrani£nega trikotnika.
Slika 11: e en primer 9-tlakovanja trikotnika.
Obstaja ²e ena druºina N -tlakovanj, v kateri je N oblike 3n2. Naj bosta plo²£ica
T in trikotnik ABC 30-60-90 trikotnika. Potem trikotnik najprej 3-tlakujemo kot
na sliki 3, nato pa na vsaki plo²£ici posebej uporabimo ²e kvadrati£no n2-tlakovanje.
Tako dobimo 3n2-tlakovanje 30-60-90 trikotnika. Takim tlakovanjem pravimo tri-
kvadrati£na tlakovanja. Primer za n = 1 je prikazan na prvem trikotniku na
sliki 3. Za n = 2 dobimo N = 12. Opazimo lahko, da £e trikotnik najprej kva-
drati£no 4-tlakujemo in nato ²e vsako plo²£ico posebej 3-tlakujemo, dobimo nova
tlakovanja, ki so podobna trikvadrati£nim. Slednji primer je prikazan na levi strani
slike 12, na desni pa je prikazano trikvadrati£no 12-tlakovanje.
Podobno lahko N -tlakujemo trikotnik ABC za n = 3, kjer je N = 3n2 = 27 in
²e za n = 4, kjer je N = 48, . . .
Do 12. oktobra 2008 M. Besson ni poznal nobenih bolj zapletenih tlakovanj,
kot jih je do sedaj opisal v [2], tudi ni bilo nobenega ve£ zapisanega v [13]. Potem










(glej sliko 13), ki ga je odkril Percy Alexander MacMahon
(1854-1929) in zapisal v [9]. Naslednji primer je 48-tlakovanje enakostrani£nega
trikotnika. Dobimo ga s pomo£jo ²estih pravilnih ²estkotnikov, kjer vsak vsebuje ²est
plo²£ic in so obrobljeni s ²tirimi plo²£icami na vsaki stranici trikotnika. V splo²nem
lahko uredimo pravilne ²estkotnike v trikotniku tako, kot so postavljeni keglji pri
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Slika 12: Primera 12-tlakovanj 30-60-90 trikotnika.









igri bowlinga. Torej lahko s pravilnimi ²estkotniki in dodanimi plo²£icami ob robu
Slika 14: Primer 3m2-tlakovanja za m = 4 in m = 5.
posamezne stranice tlakujemo enakostrani£ni trikotnik. Naj bo N = 3m2,m ∈ N
in k = m − 1. Potem lahko izra£unamo skupno ²tevilo plo²£ic na naslednji na£in.
Imamo 1+2+ . . .+k pravilnih ²estkotnikov in dodatnih k+1 plo²£ic ob robu vsake
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stranice. Dobimo, da je
6(1 + 2 + . . .+ k) + 3(k + 1) = 6
k(k + 1)
2
+ 3(k + 1)
= 3(k + 1)(k + 1)
= 3(k + 1)2
= 3m2.
Takim tlakovanjem pravimo ²estkotna oziroma 3m2-tlakovanja. Primer je pri-
kazan na sliki 14.
Do sedaj smo med drugimi opisali kvadrati£na, bikvadrati£na in trikvadrati£na
tlakovanja, kjer je plo²£ica T podobna za£etnemu trikotniku. V teh primerih imamo
N -tlakovanja, kjer je ²tevilo N ∈ {n2, e2 + f 2, 3n2;n, e, f ∈ N}. Prav tako ºe
vemo, da za N je popolni kvadrat N -tlakovanja trikotnika s plo²£ico, ki je podobna
trikotniku, obstajajo.
Z naslednjim izrekom in njegovim dokazom, ki sta povzeta po [11], dobimo ²e
preostali odgovor na vpra²anje: Za katere N obstaja N -tlakovanje trikotnika ABC,
kjer je plo²£ica T podobna trikotniku ABC?
Izrek 2.4. Naj bo ABC N-tlakovan trikotnik s plo²£ico T , ki je podobna ABC. e
²tevilo N ni kvadrat, potem sta T in ABC pravokotna trikotnika. Tedaj obstajata
dve moºnosti, ki se med seboj izklju£ujeta.
• e je N = e2 + f 2, potem je pravokotni trikotnik ABC bikvadrati£no tlakovan
in je razmerje katet e/f plo²£ice T racionalno.
• e je N = 3n2, potem je plo²£ica T 30-60-90 trikotnik.
Dokaz. Naj bo trikotnik ABC N -tlakovan s plo²£ico T , ki je podobna trikotniku.
Ker nas ne zanimajo velikosti plo²£ic, ampak le oblika, lahko dolºine robov plo-
²£ic pomnoºimo tako, da bo ena od dolºin robov na²e izbrano ²tevilo. Torej lahko
brez ²kode za splo²nost predpostavimo, da so dolºine robov plo²£ice enake (1, x, y),







Nx) in enake kote kot plo²£ica. Ker je tri-
kotnik N -tlakovan, vsebuje vsaka stranica trikotnika dolo£eno ²tevilo dolºin robov
plo²£ic. Tedaj lahko zapi²emo tri linearne ena£be:
a+ bx+ cy =
√
N, (2.1)
d+ ex+ fy =
√
Nx, (2.2)
g + hx+ iy =
√
Ny, (2.3)
kjer so a, b, c, d, e, f, g, h, i nenegativna cela ²tevila.
Sedaj pokaºimo, da sta ²tevili e in i ali h in f neni£elni. Ker je plo²£ica podobna
trikotniku in je α najmanj²i kot, potem se lahko pri ogli²£u A trikotnika ABC pojavi
samo kot α. Tedaj stranica AC vsebuje rob dolºine x in stranica AB vsebuje rob
dolºine y ali pa stranica AC vsebuje rob dolºine y in stranica AB vsebuje rob dolºine
x. Nadalje pokaºimo ²e, da je v primeru, ko je i = 0, γ = π
2
ali γ = β. Naj bo
i = 0. Potem lahko stranica AB vsebuje samo robove dolºine 1 in x. Tedaj imajo
vse plo²£ice vrh pri γ na stranici AB.
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• e imata dve plo²£ici vrh pri γ v isti to£ki, lahko zraven dodamo plo²£ico,
katere kot v vrhu je 0 ≤ π− 2γ ≤ α. Po predpostavki je α najmanj²i kot, zato
je π − 2γ ∈ {α, 0}. e je π − 2γ = 0, je γ = π
2
. e je π − 2γ = α, je γ = β.
• e ne obstajata plo²£ici, ki imata dve vrh pri γ v isti to£ki, dobimo γ = β, saj
mora imeti plo²£ica pri ogli²£u B kot γ.
Lo£imo tri primere:
• Naj bo x racionalno ²tevilo in N ni popolni kvadrat. Iz ena£b (2.1) in (2.2)
lahko ugotovimo, da £e sta c ali f enaki 0, potem bi bil
√
N racionalno ²tevilo.
Odtod sledi, da bi bil N popolni kvadrat. Torej sta c in f neni£elna. Iz ena£b
(2.1) in (2.2) eliminiramo y in dobimo
fa− cd+ (fb− ce)x =
√
N(f − cx).
Ker je leva stran ena£be racionalna, mora biti tudi desna stran. Zato je x = f
c
.
Vstavimo x v ena£bo (2.1) in dobimo, da je







Nadalje vstavimo dobljeni vrednosti za x in y v ena£bo (2.3). Primerjati
moramo iracionalni del ena£be in dobimo
ci = −(ca+ bf).
Ker so a, b, i po predpostavki nenegativna cela ²tevila in smo pokazali, da sta





Spomnimo se, da smo na za£etku dokaza pokazali, da je γ ∈ {π
2
, β}. e je




. Dobimo protislovje s predpostavko, da N
ni popolni kvadrat. e pa je γ = π
2
, je y2 = x2 + 1 in ABC je pravokotni




















f 2 + c2 = N.
• Naj bo y racionalno ²tevilo in N ni popolni kvadrat. Dokazujemo na podoben
na£in kot prej, le da najprej uporabimo ena£bi (2.1) in (2.3) in eliminiramo x.
Nato vstavimo y v ena£bo (2.1). Potem pa ²e x in y vstavimo v ena£bo (2.2).
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Dobimo, da sta b, h ̸= 0, y = h
b





vrednosti x in y v ena£bo (2.3) in dobimo
bg + ih = 0.
Ker sta b, h ̸= 0 in g, i ≥ 0, sledi g = i = 0. Kot v prvem primeru za γ = β
dobimo protislovje s predpostavko, da N ni popolni kvadrat. Torej je γ = π
2
.
Ker sta i in g enaka 0, stranica AB vsebuje samo robove dolºine x. Zato imajo
lahko plo²£ice na stranici AB vrh samo pri α in γ. Edina moºnost je, da je kot
β = kα, kjer je k ∈ N. Ker je γ = π
2
, sta α in β racionalna ve£kratnika ²tevila
π. Prav tako je sinα racionalen, saj je sinα = 1
y
. Po Nivenovemu izreku [10,
Corollary 3.12], velja sinα, cosα ∈ {0,±1
2
,±1}. Ker je α ∈ (0, π
2
), je α = π
6

























• Naj bosta x in y iracionalna. Dokaºimo, da je N popolni kvadrat. Denimo,
da N ni popolni kvadrat. Tedaj je Q(
√
N) = {w : w = u + v
√
N ;u, v ∈ Q}
raz²iritveno polje racionalnih ²tevil z baznima elementoma 1 in
√





N) ozna£imo z Ra(w) = u racionalni del ²tevila w, z Ir(w) = v
iracionalni del ²tevila w in naj bo w̄ = u − v
√
N konjugirano ²tevilo ²tevila
w. Nadalje lahko iz ena£b (2.1), (2.2) in (2.3) ugotovimo, da x in y pripadata
polju Q(
√
N). Pokaºimo ²e, da velja ali trditev
* Ra(x) < 0, Ir(x) > 0,Ra(y) > 0, Ir(y) < 0 in Ir(x̄y) < 0 ali trditev
** Ra(x) > 0, Ir(x) < 0,Ra(y) < 0, Ir(y) > 0 in Ir(x̄y) > 0.
Racionalni del ena£be (2.1) je a + b Ra(x) + c Ra(y) = 0. Ker so a, b, c
nenegativna cela ²tevila, a vsaj eno od njih mora biti pozitivno, je Ra(x) < 0
ali Ra(y) < 0. Naj bo Ra(x) < 0. Ker je x > 0, je Ir(x) > 0. Iracionalni del
ena£be (2.2) je enak e Ir(x) + f Ir(y) = Ra(x). Ker je y > 0, je Ir(y) < 0 in
Ra(y) > 0. Odtod iz Ra(x) < 0, Ir(x) > 0 sledi x̄ < 0 in iz Ra(y) > 0, Ir(y) < 0
sledi ȳ > 0. Potem je x̄y < 0 in xȳ > 0 . e x̄y in xȳ od²tejemo, dobimo
x̄y − xȳ < 0,
2
√
N Ir(x̄y) < 0.
Dokaz za drugi primer, ko je Ra(y) < 0, je podoben prvemu.
Sedaj pa si poglejmo iracionalni del ena£be, ki ga dobimo, ko ena£bo (2.2)
pomnoºimo s ²tevilom ȳ in iracionalni del ena£be, ki ga dobimo, ko ena£bo
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(2.3) pomnoºimo s ²tevilom x̄. Ena£bi sta enaki
−d Ir(y) + e Ir(xȳ) = Ra(xȳ),
−g Ir(x) + i Ir(x̄y) = Ra(x̄y).
Ker je Ra(x̄y) = Ra(xȳ) in Ir(xȳ) = −Ir(x̄y), lahko zgornji ena£bi med seboj
od²tejemo in dobimo
−d Ir(y) + g Ir(x)− (e+ i) Ir(xȳ) = 0.
Po * oziroma ** je Ir(x) > 0, Ir(y) < 0 in Ir(x̄y) < 0 ali Ir(x) < 0, Ir(y) > 0
in Ir(x̄y) > 0, torej so d = g = e = i = 0. Zato je fy =
√
Nx. Nadalje
je f Ra(y) = N Ir(x) in f Ir(y) = Ra(x). Ker je i = 0, smo na za£etku
dokaza pokazali, da je γ ∈ {β, π
2
}. e je γ = β, je x = y, kar je v protislovju
z zgornjima dvema trditvama. e pa je γ = π
2
, je y2 = x2 + 1. Iracionalni del
ena£be je enak 2 Ra(y)Ir(y) = 2 Ra(x)Ir(x) in dobimo
Ra(y)Ir(y) = Ra(x)Ir(x),




N = f 2,
kar je v protislovju s predpostavko, da N ni popolni kvadrat.
Naj bo M razpolovi²£e stranice AB enakokrakega trikotnika ABC. Kadar-
koli imamo N -tlakovanje pravokotnega trikotnika AMC, potem obstaja tudi 2N -
tlakovanje enakokrakega trikotnika ABC (glej sliko 15). Z uporabo bikvadrati£nih
Slika 15: Primer 2N -tlakovanja enakokrakega trikotnika ABC.
in trikvadrati£nih tlakovanj lahko konstruiramo 2N -tlakovanja, ko je N ∈ {e2 +
f 2, 3n2; e, f, n ∈ N}. Takim tlakovanjem pravimo dvojna bikvadrati£na in ²est-
kvadrati£na tlakovanja.
Poglejmo si naslednja primera za dvojno bikvadrati£no tlakovanje. Trikotnik
ABC na sliki 16 ima dve dvojni 5-tlakovanji, dobljeni z zrcaljenjem £ez eno od katet
trikotnika AMC. Podobno dobimo za ²estkvadrati£na tlakovanja (glej sliko 17).
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Slika 16: Zrcaljenje £ez kraj²o kateto na levi in £ez dalj²o kateto trikotnika AMC
na desni strani.
Slika 17: Primer za N = 3 · 22, 2N = 6 · 22 = 24, zrcaljenje £ez dalj²o kateto.
V primeru, ko je plo²£ica T podobna pravokotnemu trikotniku AMC in dol-
ºine njenih robov tvorijo pitagorejsko trojico, lahko eno polovico trikotnika ABC
kvadrati£no tlakujemo, drugo polovico pa bikvadrati£no, saj je N = a2 + b2 + c2.
Najmanj²i primer dobimo, £e ima plo²£ica robove dolºine 3, 4 in 5, in je N = 50 (glej
tretji trikotnik na sliki 19). Prva polovica ima kvadrati£no 25-tlakovanje, druga pa je
razdeljena na 2 manj²a pravokotna trikotnika, ki imata 9- in 16-tlakovanje. Vidimo,
da tlakovanje trikotnika ABC ni nujno simetri£no preko vi²ine trikotnika.
3 Tlakovanja s plo²£ico s sorazmernimi koti
V nadaljevanju nas bo zanimal predvsem Laczkovichev £lanek o tlakovanjih [7]. Ni
ga zanimalo ²tevilo plo²£ic potrebnih za N -tlakovanje trikotnika ABC, ampak ga
je zanimala oblika plo²£ice T , za katero obstaja kak²no N -tlakovanje. Zato njegovi
izreki ne govorijo toliko o moºnosti N -tlakovanj za katerikoli N , vendar nam dajejo
seznam moºnih oblik trikotnika in plo²£ice, ki jih bomo potrebovali v na²em dokazu,
da ne obstaja 7-tlakovanje s skladnimi plo²£icami. V nadaljevanju bomo uporabljali
naslednja dva izraza, zato ju najprej denirajmo.
Denicija 3.1. Plo²£ica T ima sorazmerne kote, £e je vsak od njih racionalni ve£-
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kratnik ²tevila π.
Denicija 3.2. Plo²£ica je racionalna, £e so razmerja dolºin njenih robov racio-
nalna.
S pomo£jo naslednjega izreka (za dokaz glej [7, Theorem 5.1]) bomo dobili vse
moºne oblike trikotnika ABC in plo²£ic s sorazmernimi koti, £e tlakovanje trikotnika
obstaja.
Izrek 3.3. Predpostavimo, da lahko trikotnik ABC tlakujemo s plo²£icami s koti
(α, β, γ), kjer so plo²£ice skladne. e ima plo²£ica T sorazmerne kote, potem drºi
ena od naslednjih trditev:
1. koti trikotnika ABC so (α, β, γ),
2. koti plo²£ice so (α, β, π
2
) in koti trikotnika ABC so (α, α, 2β),







































in trikotnik ABC je enakostrani£en.
Tabela 1: Laczkovichev seznam tlakovanj trikotnika s plo²£ico s sorazmernimi koti.
trikotnik ABC plo²£ica T
(α, β, γ) ∼ ABC































Povzeto po [2, poglavji 3 in 4].
3.1 Tlakovanja enakostrani£nega trikotnika
V poglavju 3 smo ºe opisali ²estkotna tlakovanja, ki nam povedo, da obstajajo N -






), kjer je N oblike
3m2. Naslednja izreka pa povzemata zadnje tri vrstice iz Laczkovichevega seznama
v tabeli 1. Najprej bomo pokazali, da v primeru obstoja N -tlakovanja trikotnika s






), je N ²estkratnik kvadrata. Nadalje pa ²e, da
je zadnji dve vrstici mogo£e odpraviti, saj tlakovanja enakostrani£nega trikotnika,
na katerega se nana²ata ti dve vrstici, dejansko ne obstajajo. Zamisel o dokazu je
preprosta. e bi obstajalo N -tlakovanje, bi bila plo²£ina trikotnika enaka N -kratni
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plo²£ini plo²£ice. Pokazali bomo, da plo²£ice niso racionalne, zato je ena£ba plo²£ine
ena£ba v nekem algebrai£nem raz²iritvenem polju Q. Potem morajo biti koecienti
baznih elementov v ena£bi enaki, kar bo vodilo v protislovje. Naslednja dva izreka
in njuna dokaza sta povzeta po [2, poglavje 6].






). Recimo, da obstaja N-
tlakovanje enakostrani£nega trikotnika s plo²£ico s koti (α, β, γ). Potem mora biti
N ²estkratnik kvadrata.
Dokaz. Recimo, da je enakostrani£ni trikotnik ABC N -tlakovan s plo²£ico s koti
(α, β, γ). Naj bo X dolºina stranic enakostrani£nega trikotnika in (a, b, c) dolºine
robov plo²£ice v nasprotnih kotih (α, β, γ).
Slika 18: Enakostrani£ni trikotnik je N -tlakovan s plo²£ico s koti (α, β, γ).












Ker je dolºina vsake stranice trikotnika vsota dolºin robov plo²£ic, obstajajo
nenegativna cela ²tevila p, q, r, da je X = pa + qb + rc. Potem ena£bo X2 = Nac
preoblikujemo v
(pa+ qb+ rc)2 = Nac. (3.1)



















Preprosto je preveriti, da £e N -tlakovanje obstaja, ima ena£ba (3.1) re²itev za q =












a = 2R sinα,
b = 2R sin β,
c = 2R sin γ.
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Zgornje podatke vstavimo v ena£bo (3.1) in dobimo(︁
2Rp sinα + 2Rq sin β + 2Rr sin γ
)︁2




















































je raz²iritev polja Q










. Ko sta obe strani ena£be izraºeni
kot linearni kombinaciji baznih elementov, morajo biti njihovi koecienti na obeh




























































































= 8p2 − 2
√












Pri nadaljnjem ra£unanju ²e delno korenimo in dobimo
4N = 8p2 − 4
√












Z ena£enjem koecientov posameznih baznih elementov dobimo naslednje ena£be:
1 : 4N = 8p2 + 12q2 + 8r2 + 8pr,
√
2 : 0 = 12pq + 12qr,
√
3 : 0 = −4p2 + 4r2,
√
6 : 0 = −4pq + 4qr.
Ker so p, q in r nenegativna cela ²tevila iz zgornjih ena£b dobimo, da je p = r
in pq = 0. Potem je p = 0 ali q = 0. Predpostavimo, da je p = 0 za dokaz s
protislovjem. Sledi, da je r = 0 in dobimo X = qb. Tedaj na stranicah trikotnika
leºijo samo robovi dolºine b plo²£ice in ima vsaka plo²£ica ob stranicah kot γ in kot
α. Te plo²£ice ne morejo imeti enake orientacije, ker γ presega π
3
in se zato ne more
pojaviti v ogli²£ih. Torej mora v vseh ogli²£ih nastopiti kot α in posledi£no morajo
obstajati to£ke Pi na stranicah, kjer se pojavita dva kota γ. Toda 2γ = 7π6 > π, zato
je to nemogo£e. S tem smo dokazali, da je p ̸= 0. Ker je pq = 0, imamo zdaj q = 0.
Iz p = r sledi, da je N = 6p2. Vidimo, da je N ²estkratnik kvadrata, kar smo tudi
ºeleli dokazati.
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. Potem ne obstaja nobeno N-tlakovanje enakostrani£nega trikotnika s
plo²£ico s koti (α, β, γ).
Dokaz. Recimo, da je enakostrani£ni trikotnik ABC N -tlakovan s plo²£ico s koti
(α, β, γ). Naj bo X dolºina stranic enakostrani£nega trikotnika in (a, b, c) dolºine












Ker je dolºina vsake stranice trikotnika vsota dolºin robov plo²£ic, obstajajo nenega-
tivna cela ²tevila p, q, r, da je X = pa+ qb+ rc. Uporabimo ena£bo (3.1). Poglejmo






































































Potem preverimo, da je res
sinα sin γ =
(︃









































Ko vstavimo (a, b, c) = (2R sinα, 2R sin β, 2R sin γ) v ena£bo (3.1), je
(2Rp sinα + 2Rq sin β + 2Rr sin γ)2 = 4R2N sinα sin γ,(︄
p
(︃





































































































. Pokaºimo, da ξ /∈ Q(
√
5). e je ξ ∈
Q(
√
5), je ξ = a + b
√
5 za a, b ∈ Q. Po kraj²em ra£unanju dobimo, da a /∈ Q,


















racionalnih ²tevil, ki smo ga raz²irili s tremi iracionalnimi ²tevili. Kot v dokazu izreka





























































































































5 : − N
8
= (p2 + r2)
1
32


































15ξ : 0 = 0.
Pri koecientu za bazni element
√
3ξ dobimo ena£bo (p + r)q = 0. Ker sta p in r
nenegativna, je p = r = 0 ali q = 0. Dokazujemo s protislovjem. Predpostavimo, da















Kar pomeni, da je
√
5 racionalno ²tevilo in dobimo protislovje. Zato trditev p =
r = 0 ne drºi. Torej je q = 0. Nadalje pri koecientu za bazna elementa ξ in
√
5ξ











































Sledi, da je N = 5r2 in N = 3r2, kar je nemogo£e. Dokazali smo, da ne obstaja










je podoben dokazu za prvo trojico.
3.2 Tlakovanja enakokrakega trikotnika
Laczkovich je preu£eval samo oblike plo²£ic, s katerimi lahko tlakujemo enakokraki
trikotnik. Moºne oblike ²tevila N pa bomo dolo£ili v tem razdelku, ki je povzet
po [2, poglavje 8]. Poznamo ºe tri moºnosti, s katerimi lahko tlakujemo enakokraki
trikotnik ABC s pravokotno plo²£ico T . Bodisi tlakujemo vsako od dveh polovic s
kvadrati£nim tlakovanjem, pri £emer je N = 2k2, bodisi tlakujemo vsako polovico z
bikvadrati£nim tlakovanjem, kjer je N = 2(e2 + f 2) bodisi eno polovico tlakujemo
kvadrati£no, drugo pa bikvadrati£no in je N = 2(k2+e2+f 2). Prvi na£in je prikazan
na prvem trikotniku, drugi na£in na drugem trikotniku in tretji na tretjem trikotniku
na sliki 19. Obstoj tlakovanj v prvih dveh na£inih smo pokazali ºe v poglavju 2.
Da obstaja tlakovanje, ki je opisano v tretjem na£inu, pa je posledica obstoja prvih
dveh.
Slika 19: tevilo N je oblike 2k2 ali 2(e2 + f 2). Trikotnik na skrajni desni pa je
kombinacija obeh tlakovanj.
Segment PQ v tlakovanju je daljica, ki je podmnoºica unije nekaj robov plo²£ic
tlakovanja (glej sliko 20). Notranji segment pa je segment, ki je sestavljen iz robov
plo²£ic v tlakovanju, tako da sta njegovi kon£ni to£ki ogli²£i plo²£ic in segment ne leºi
na stranici tlakovanega trikotnika ABC. Notranji segment PQ, ki ima enako ²tevilo
robov dolºine a na vsaki strani PQ in enako ²tevilo robov dolºine b na vsaki strani
PQ in enako ²tevilo robov dolºine c na vsaki strani PQ, se imenuje notranji nebi-
stveni segment. Notranjemu segmentu, ki ni nebistveni, pravimo notranji bistveni
segment. Na primer, PQ1 na sliki 20 je notranji bistveni segment, ker ima ena stran
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Slika 20: Tlakovanje vsebuje segment PQ, notranji bistveni segment PQ1 in notranji
nebistveni segment PQ2.
PQ1 ²tiri robove dolºine a in ima druga stran tri robove dolºine b. Odstavek je
povzet po [3].
Ali je mogo£e imeti bolj zapletena tlakovanja brez notranjih bistvenih segmentov?
Da. Naj bo za£etno tlakovanje brez notranjih bistvenih segmentov. Trikotnik ABC
je tlakovan s pravokotno plo²£ico, ki je pravokotni trikotnik. V za£etnem tlakovanju
dve pravokotni plo²£ici leºita skupaj tako, da se prekrivata z njunima hipotenuzama
in ju poloºimo skupaj na na£in, da njuni preostali robovi tvorijo pravokotnik. Tedaj
lahko pravokotnik razdelimo z drugo diagonalo in s tem nismo spremenili oblike
plo²£ic. Tako smo dobili novo tlakovanje brez notranjih bistvenih segmentov. Na
ta na£in lahko konstruiramo veliko razli£nih tlakovanj, toda razlikujejo se le na ta
trivialen na£in. In v£asih, kot je prikazano na sliki 21, so lahko pravokotniki tudi
zarotirani. Tedaj novo tlakovanje vsebuje notranje bistvene segmente. Iz te slike je
razvidno tudi, da ni nujno, da je v tlakovanju vklju£ena vi²ina trikotnika. Dvojna
Slika 21: Primer, kjer smo preoblikovali plo²£ice, ki sestavljajo pravokotnike.
bikvadrati£na tlakovanja nimajo nobenih robov dolºine c plo²£ice T na krakih AC in
BC, medtem ko v N -tlakovanjih, kjer je N oblike 2k2, obstajajo le robovi dolºine c.
Seveda obstajajo kombinirana tlakovanja, kjer je ²tevilo N oblike 2(k2+e2+f 2). e
je prva polovica trikotnika tlakovana bikvadrati£no, stranica AC ne vsebuje robov
dolºine c plo²£ic in £e je druga polovica trikotnika tlakovana kvadrati£no, potem
stranica BC vsebuje samo robove dolºine c in obratno.
Lema 3.6. Naj ima enakokraki trikotnik ABC z baznim kotom α in osnovnico AB
N-tlakovanje s plo²£ico s koti (α, β, π
2
) in naj ²tevilo N
2
ni popolni kvadrat. Tedaj
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Dokaz. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da ima plo²£ica robove dolºine
(a, b, 1). Tedaj je a = sinα, b = cosα in naj bo X dolºina krakov trikotnika. Potem






. Na drugi strani pa je plo²£ina
plo²£ice enaka ab
2
. Ker ima trikotnik N -tlakovanje, lahko njegovo plo²£ino ena£imo







X22 sin β cos β = Nab,
2X2ba = Nab,
2X2 = N.
Ker imamo N -tlakovanje, stranica X in osnovnica AB vsebujejo robove plo²£ic.
Zato obstajajo nenegativna cela ²tevila p, q, r, da je X = pa+ rb+ q in nenegativna
cela ²tevila s, t, u, da je AB = sa+ tb+ u. Ker je
AB2 = X2 +X2 − 2XX cos(2β)
= 2X2 − 2X2 cos(π − 2α)





= 2X2 · 2 cos2 α
= 4X2 cos2 α,
je
AB = 2X cosα = 2Xb.
Zato je 2Xb = sa+ tb+ u in X = pa+ rb+ q. Ena£bi preoblikujemo v
pa+ rb = X − q,
sa+ (t− 2X)b = −u.
To je sistem ena£b s koecienti v polju Q(X). e je determinanta razli£na od 0, ima
sistem ena£b le eno re²itev. Tedaj sta a in b v Q(X). Denimo, da je determinanta
enaka 0, torej je p(t − 2X) − rs = 0. Ker X ni racionalno ²tevilo (ostala pa so),
je p = 0 in zato tudi rs = 0. tevilo r ni ni£, saj iz ene od zgornjih ena£b sledi
0 = X − q, kar ni moºno. Torej je s = 0 in se zgornji sistem ena£b glasi:
rb = X − q,
(t− 2X)b = −u.
Navzkriºno mnoºimo in dobimo
−ru = (X − q)(t− 2X),
2X2 −X(t+ 2q)− ru− tq = 0.
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Ker je 2X2 = N racionalno ²tevilo, je t + 2q = 0. Vemo, da sta t in q nenegativni
²tevili, zato je t = q = 0. Dobili smo, da je
X = rb (na stranici X so le b robovi plo²£ic),
2Xb = u (na osnovnici so le hipotenuze plo²£ic).
Torej sta pri ogli²£u C dve plo²£ici, ki imata rob b na krakih trikotnika in zato imata
pri ogli²£u C kot α ali pa π
2










(m+ 2)α = π − nπ
2
,
kjer sta m in n nenegativni celi ²tevili in velja m + n = 2. Najprej iz enakosti











Nadalje pa si poglejmo ²e vse tri moºnosti za a.
1. Za n = 0,m = 2, je α = π
4




= cosα = b. Ker je a = b,






2. Za n = 1,m = 1, je α = π
6
. Torej je a = sinα = 1
2






3. Za n = 2,m = 0, je α = 0, kar pa ni moºno.
Izrek 3.7. Naj bo ABC enakokraki trikotnik z baznim kotom α in tlakovan s plo²£ico
T , ki je podobna polovici trikotnika ABC. e je α racionalni ve£kratnik ²tevila π,
potem je N sod in je pri




ali kvadrat ali dvakratnik kvadrata,






ali kvadrat ali trikratnik kvadrata.
Slika 22: Primer 54-tlakovanja enakokrakega trikotnika, kjer je N
2
trikratnik kva-
drata. Plo²£ica je 30-60-90 trikotnik.
22
Dokaz. Naj bo α racionalni ve£kratnik ²tevila π. Brez ²kode za splo²nost lahko
predpostavimo, da so (sinα, cosα, 1) dolºine robov plo²£ice in uporabimo Nivenov
izrek [10, Theorem 3.9]. e je 0 ≤ α ≤ π
2
racionalni ve£kratnik ²tevila π in imata








}. Moºnosti za α je 0 in π
2
lahko izlo£imo. Pri lemi 3.6 smo pokazali, da velja
2X2 = N,





za nenegativna cela ²tevila p, q, r. V primeru α = π
4





leva stran ena£be (3.3) pripada polju Q(
√











oblike u + v
√
2, kjer sta u, v ∈ Q. Ko obe strani ena£be√︂
N
2
= u + v
√
2 kvadriramo, dobimo N
2
= u2 + 2v2 + 2uv
√
2. Sledi, da je uv = 0.
e je v = 0, potem je N
2
kvadrat. e pa je u = 0, je N
2
dvakratnik kvadrata.
V primeru α = π
6






. Lo£iti moramo dve moºnosti:
• e je r = 0, je ²tevilo N
2
kvadrat,
• e je r > 0, je ²tevilo N
2
trikratnik kvadrata.






in leva stran ena£be pripada polju
Q. Zato je ²tevilo N
2
kvadrat. Naj bo r > 0. Tedaj leva stran ena£be (3.3) pripada
polju Q(
√










oblike u + v
√
3,









= u2 + 2v2 + 2uv
√
3. Sledi, da je uv = 0. e je v = 0, potem je N
2
kvadrat. e
pa je u = 0, je N
2
trikratnik kvadrata. Tako tlakovanje je prikazano na sliki 22.
V primeru α = π
3




, cosα = 1
2
. Kot prej dobimo, da je ²tevilo N
2
kvadrat ali trikratnik kvadrata. Trikotnik ABC je sedaj enakostrani£en.
Posledica 3.8. Naj bo ABC enakokraki trikotnik z baznim kotom α in tlakovan s
plo²£ico T , ki je podobna polovici trikotnika ABC. e je α racionalni ve£kratnik
²tevila π, potem 7-tlakovanje ne obstaja.
Dokaz. Naj bo α racionalni ve£kratnik ²tevila π. V izreku 3.7 smo dokazali, £e
obstaja N -tlakovanje za enakokraki trikotnik ABC z baznim kotom α in plo²£ico
T , ki je podobna polovici trikotnika ABC, potem je N sodo ²tevilo. Ker je 7 liho
²tevilo, 7-tlakovanje ne obstaja.
3.3 Moºne vrednosti za N pri tlakovanjih s plo²£ico s sora-
zmernimi koti
Poglavje je povzeto po [2, poglavje 9]. Laczkovichevemu seznamu v tabeli 1 ºelimo
dodati tretji stolpec, v katerem so navedene moºne oblike ²tevila N za N -tlakovanje
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trikotnika ABC s plo²£ico T . Dodali pa bomo ²e £etrti stolpec z navedbami, kje
lahko lahko te na£ine najdemo. Zraven pa bomo izbrisali tiste vrstice, kjer tlako-
vanja enakostrani£nega trikotnika ne obstajajo. Popravljena in raz²irjena tabela je
tabela 2. Vsi na²teti primeri v tej tabeli, razen zadnjega, navajajo potrebne in za-
dostne pogoje za obstoj N -tlakovanj. Zadnji pa podaja samo potrebne pogoje za
nekatera N -tlakovanja, ki pa lahko sploh ne obstajajo.
Tabela 2: Preoblikovan in raz²irjen Laczkovichev seznam N -tlakovanj trikotnika s
plo²£ico s sorazmernimi koti.
trikotnik ABC plo²£ica T oblika ²tevila N navedbe
(α, β, γ) ∼ ABC n2 poglavje 2,
kvadrati£na tlakovanja
(α, β, γ) ∼ ABC, γ = π
2







) ∼ ABC 3n2 izrek 2.4
(α, α, 2β) (α, β, π
2























) 6n2 izrek 3.4
Izrek 3.9. Naj bodo α, β, γ vsi racionalni ve£kratniki ²tevila π in naj bo trikotnik
ABC N-tlakovan s plo²£ico s koti (α, β, γ). Potem ABC, (α, β, γ) in N ustrezajo
eni od vrstic v tabeli 2.
Dokaz. Kot je razloºeno zgoraj, je Laczkovich opisal pare tlakovanih trikotnikov
in plo²£ic, ki so podani v tabeli 1. Tabela 2 v zadnjem stolpcu navaja poglavje
ali izreke, kjer smo pokazali, kak²na je oblika ²tevila N za vsako vrstico. Zadnji
dve vrstici tabele 1 smo izbrisali, saj smo z izrekom 3.5 dokazali, da tlakovanja ne
obstajajo.
4 Tlakovanja s plo²£ico, katere koti niso vsi sora-
zmerni
Laczkovich je raziskoval tudi primere, ko niso vsi koti plo²£ic racionalni ve£kratniki
²tevila π. Ponovno dobimo kon£no ²tevilo primerov, ki so zapisani v [7, Theorem
4.1]. Ker so v tem izreku zajeta tudi nekatera tlakovanja s plo²£icami, ki imajo
sorazmerne kote, bomo le te v tabeli 3 izpustili. Celotno poglavje je povzeto po [2,
poglavji 10 in 11].
Tabeli 2 in 3 skupaj predstavljata seznam tlakovanj. e imamo pogoje pri kotih
plo²£ice kot na primer 3α + 2β = π, potem moramo pogledati, kateri primeri v
tabeli 2 izpolnjujejo te pogoje.
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Tabela 3: Laczkovichev seznam tlakovanj trikotnika s plo²£ico, katere koti niso vsi
sorazmerni.
trikotnik ABC plo²£ica T




(α, α, 2β) (α, β, π
2
)
(α, α, π − 2α) (α, β, 2α)
(2α, α + β, β) 3α + 2β = π
(α, 2α, 2β) 3α + 2β = π
enakokraki 3α + 2β = π
(α, α, π − 2α) (α, β, 2π
3
)
(α, 2α, π − 3α) (α, β, 2π
3
)
(α, 2β, 2α + β) (α, β, 2π
3
)
(α, α + β, α + 2β) (α, β, 2π
3
)
(2α, 2β, α + β) (α, β, 2π
3
)
enakostrani£ni (α, β, 2π
3
)
Lema 4.1. Naj bo 3α+2β = π. Predpostavimo, da obstaja N-tlakovanje trikotnika
ABC s plo²£ico T s koti (α, β, γ), kjer T ni podobna trikotniku. Potem α in β nista
racionalna ve£kratnika ²tevila π.
Dokaz. Predpostavimo, da obstaja N -tlakovanje trikotnika ABC s plo²£ico T s koti
(α, β, γ), kjer T ni podobna trikotniku. e so vsi koti plo²£ice racionalni ve£kratniki
²tevila π, potem se par ABC in T nahaja v tabeli 2. Zato moramo preveriti, £e
katera od trojic v tej tabeli izpolnjuje pogoj 3α + 2β = π. Prvi trije primeri niso
mogo£i, saj plo²£ica po predpostavki ne sme biti podobna trikotniku. V naslednjem
primeru dobimo, da je α = 0, kar je protislovno z obstojem trikotnika. V zadnjih
treh primerih pa po vstavitvi velikosti kotov α in β v ena£bo 3α + 2β = π dobimo,
da je 5π
6
= π, kar je spet nemogo£e. Torej nobena trojica ne ustreza zapisanemu
pogoju in dokaz je tako kon£an.
4.1 Dodatna dejstva
4.1.1 Koti
Lema 4.2. Naj bo trikotnik ABC N-tlakovan s plo²£ico T s koti (α, β, γ), za katero





π = 3α + 2β
= α + 2(α + β)












Lema 4.3. Naj bo trikotnik ABC N-tlakovan s plo²£ico T s koti (α, β, γ), ki ni
podobna trikotniku. Predpostavimo, da velja
• 3α + 2β = π ali
• γ = 2π
3
.
Potem nobena plo²£ica nima vrh kota γ v ogli²£u trikotnika.
Dokaz. Najprej predpostavimo, da velja 3α + 2β = π. Iz leme 4.1 sledi, da α in β
nista racionalna ve£kratnika ²tevila π. Tedaj so koti trikotnika celo²tevilske linearne
kombinacije kotov α, β in γ. Izra£unajmo kot γ. Vemo, da je
π = 3α + 2β,
π = α + β + γ.
e drugo ena£bo od²tejemo prvi, dobimo γ = 2α + β. Ker so koti trikotnika oblike
mα+nβ;m,n ∈ Z, so α, β, 2α, 2β, α+β, 3α, 2α+β, α+2β vsi moºni koti trikotnika.
Tedaj je
α < 2α + β = γ,
β < 2α + β = γ,
α + β < 2α + β = γ,
2α < 2α + β = γ.
Naj bo en kot trikotnika enak:
• α + 2β. Potem za preostala dva kota trikotnika ostane α + α in dobimo
enakokraki trikotnik z baznim kotom α. Brez ²kode za splo²nost je lahko kot
α + 2β v ogli²£u C. e je kot γ v ogli²£u C, potem je preostanek kota enak
(α+ 2β)− (2α+ β) = β − α, kar je strogo manj od β. Torej so ostali koti pri
C lahko le ²e α. Zato je β−α = kα, kjer je k naravno ²tevilo ali 0. V vsakem
primeru je β = (k + 1)α in zato je α racionalni ve£kratnik ²tevila π, kar pa ni
moºno.
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• 2α + β. Potem za preostala dva kota trikotnika ostane α + β in dobimo
protislovje s predpostavko, da T ni podobna trikotniku. Lahko pa bi bil en
kot mα in drugi nα in je mα + nα = α + β. Toda v tem primeru so koti
racionalni ve£kratniki ²tevila π, kar spet ni mogo£e.
• 3α. e je v tem ogli²£u:
 samo kot γ, potem je γ = 2α + β = 3α. Dobimo, da je α = β in je
trikotnik enakokraki z baznim kotom α. Tedaj je 5α = π, kar pa je v
protislovju po lemi 4.1, da α in β nista racionalna ve£kratnika ²tevila π.
 kot γ in zraven ²e nekaj drugih kotov, kjer nobeden ne more biti kot α.
Tedaj velja 3α = 2α + β + nβ. Torej je α = (n + 1)β, kar pa spet ni
moºno, saj α in β nista racionalna ve£kratnika ²tevila π.
Torej ima trikotnik moºne le ²e kote α, β, 2α, 2β ali α + β. e je kot γ = 2α + β v
ogli²£u trikotnika, je lahko le v primeru, ko je γ ≤ 2β. e je v tem ogli²£u:
• kot γ = 2β, potem je γ = 2α + β = 2β in dobimo β = 2α. Kar je nemogo£e,
saj vemo, da α in β nista racionalna ve£kratnika ²tevila π.
• kot γ < 2β. Tedaj mora v tem ogli²£u obstajati vsaj ²e ena plo²£ica z vrhom
kota v tem ogli²£u. Recimo, da je vrh kota te plo²£cice v ogli²£u enak α, potem
je skupni kot v ogli²£u vsaj γ + α = 2α + β + α = 3α + β = 2β. Toda to je
nemogo£e, ker α in β nista racionalna ve£kratnika ²tevila π. e pa je drugi
kot v ogli²£u enak β, potem je skupni kot velik vsaj γ + β = 2α + 2β = 2β.
Kar je spet nemogo£e.
Ostane nam ²e primer, ko je γ = 2π
3
. V ena£bo π = α + β + γ vstavimo γ in
dobimo








3α + 3β = π.
Potem so vsi moºni koti trikotnika α, β, 2α, 2β, α + β, 3α, 3β, 2α + β, α + 2β, 2α +
2β, 3α+ β, α+3β in velja α, β, 2α, 2β, α+ β, 2α+ β, α+2β < 2α+2β = γ. Naj bo
en kot trikotnika enak:
• α + 3β. e je v tem ogli²£u:
 samo kot γ, potem je γ = 2α+2β = α+3β in dobimo α = β. V preostalih
dveh kotih trikotnika imamo α + α. Tedaj je T podobna trikotniku, kar
po predpostavki ni mogo£e.
 kot γ < α + 3β. e je skupni kot v ogli²£u enak γ + α = α + 3β, ima






). Taka plo²£ica pa v tabeli 2 ne obstaja. e pa
je γ + β = α + 3β, potem je α = 0 in to ni mogo£e.
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• 3α+ β. Na podoben na£in kot v primeru α+ 3β dokaºemo, da kot γ ne more
biti v ogli²£ih trikotnika.
• γ = 2π
3
. Ostala dva kota ne moreta biti α in β, zato je en nα, drugi pa mα
(ali pa je en nβ, drugi pa mβ). V primeru, da je m+ n = 2, je α = π
6
. Tedaj
je trikotnik enakostrani£en in kot γ ne nastopa v nobenem od ogli²£. e pa je
m+ n ≥ 3, je α ̸= π
6
in take plo²£ice ni v tabeli 2.
• 3α. e je v tem ogli²£u:







) ni v tabeli 2.
 kot γ in zraven ²e nekaj drugih kotov, kjer nobeden ne more biti kot α.
Tedaj velja 3α = 2α + 2β + nβ. Torej je α = (n + 2)β. Kar pa spet ni
mogo£e.
• 3β. S podobnim premislekom kot v primeru 3α, kot γ ne more biti v ogli²£ih
trikotnika.
Dokazali smo, da nobena plo²£ica nima vrha kota γ v ogli²£ih trikotnika.
4.1.2 Vsaka stranica trikotnika ABC vsebuje vsaj dva robova dolºine c
plo²£ice T
V tlakovanem trikotniku imamo vozli²£a, kjer se dva ali ve£ robov plo²£ic dotikajo v
skupni to£ki. Naj se robno vozli²£e nana²a na vozli²£e, ki leºi na stranici trikotnika
ABC ali na robu druge plo²£ice tako, da je vsota vrhov kotov plo²£ic pri tem vozli²£u
enaka π. Pri notranjih vozli²£ih pa je vsota vseh vrhov kotov plo²£ic enaka 2π.
Lema 4.4. Naj bo trikotnik ABC N-tlakovan s plo²£ico s koti (α, β, γ) in robovi
dolºine (a, b, c) ter naj bo kot γ > π
2
. e nobena plo²£ica nima svojega roba dolºine
c na eni izmed stranic trikotnika, potem ima vsaj ena plo²£ica vrh kota γ na tej isti
stranici trikotnika v enem od ogli²£.
Dokaz. Brez ²kode za splo²nost lahko re£emo, da stranica AB trikotnika ne vsebuje
robov dolºine c plo²£ice T . Torej se lahko na AB pojavita robova dolºine a ali b, ob
katerih sta kota γ, β oziroma α, γ. Naj bo n ²tevilo plo²£ic vzdolº AB, potem na
stranici AB obstaja n− 1 robnih vozli²£, kjer se plo²£ice dotikajo. Ker je γ > π
2
, v
robnih vozli²£ih ne moreta biti skupaj dva kota γ. Potem obstaja plo²£ica, ki ima v
robnem vozli²£u vrh kota α ali β odvisno od dolºine roba plo²£ice. Torej mora imeti
ta ista plo²£ica vrh kota γ v ogli²£u A ali B.
Lema 4.5. Naj bo trikotnik ABC N-tlakovan s plo²£ico T s koti (α, β, γ) in robovi
dolºine (a, b, c) ter naj bo
(i) kot γ > π
2
,
(ii) kot α ni racionalni ve£kratnik ²tevila β,
(iii) vsak kot trikotnika je manj²i od γ in
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(iv) naj velja eden od naslednjih dveh pogojev:
 b ni ve£kratnik ²tevila a,
 tlakovanje ne vsebuje dveh plo²£ic, ki imata enak vrh kota pri ogli²£u A,
ali tlakovanje ne vsebuje dveh plo²£ic, ki imata enak vrh kota pri ogli²£u
B.
Potem stranica AB vsebuje vsaj dva robova dolºine c plo²£ice T .
Dokaz. Po predpostavki (iii) kot γ ne more biti v ogli²£ih trikotnika, zato iz leme 4.4
vemo, da vsaka stranica trikotnika vsebuje vsaj en rob dolºine c plo²£ice T . Doka-
zujemo s protislovjem. Predpostavimo, da obstaja samo en rob dolºine c plo²£ice
na stranici AB trikotnika. To plo²£ico ozna£imo z 1. V nadaljevanju bomo ustrezno
uporabljali besedi sever in severozahod. Naj bo P robno vozli²£e na stranici AB
Slika 23: Skica dokaza leme 4.5, kjer sta P ali Q robni vozli²£i.
trikotnika. Naj bo tudi Q robno vozli²£e na AB desno od P in to£ka R ogli²£e
na severu plo²£ice 1. Tedaj je PQ rob dolºine c plo²£ice 1. Brez izgube splo²nosti
lahko predpostavimo, da ima plo²£ica 1 svoj vrh kota β pri Q. Tedaj ima rob PR
plo²£ice 1, ki leºi nasproti kota β dolºino b. Ker se ob zamenjavi kotov α in β ni£
ne spremeni, lahko brez izgube splo²nosti predpostavimo, da je α < β. Potem po
pravilu sinusnega izreka velja, da je a < b. Ker je γ > π
2
, nam isto pravilo pove, da
je tudi b < c.
1. Predpostavimo, da niti P niti Q nista ogli²£i trikotnika.
Potem imajo vse ostale plo²£ice na AB vrh kota γ. Torej obstajata plo²£ici 0
in 3 na stranici AB, ki si delita robno vozli²£e P oziroma Q s plo²£ico 1.
(a) Denimo, da vrh kota γ ni pri P , torej je pri to£ki E. To£ka E ni A, ker
po predpostavki (iii) vrh kota γ ni v ogli²£u trikotnika. Po predpostavki
(ii) vemo, da sta pri E ²e natanko dve plo²£ici, ena z vrhom kota α in
ena z vrhom kota β. Saj £e se pri robnem vozli²£u ne nahaja vrh kota β,
se nahajajo samo vrhovi kota α in tedaj velja γ + kα = π (k je ²tevilo
plo²£ic z vrhom kota α pri robnem vozli²£u). Ker velja tudi γ+α+β = π,
dobimo (k−1)α = β, kar po predpostavki (ii) ni moºno. Potem plo²£ica,
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katere rob leºi na AB in ima vrh kota pri E, mora imeti vrh kota γ pri
stranici AB. Ta vrh kota ni pri E, ker je γ > π
2
. Tako vidimo, da ne
moremo poloºiti plo²£ic na AB, ker vedno na levi strani dobimo vrh kota
γ, ki po predpostavki ni v ogli²£u trikotnika. Na enak na£in dokaºemo,
da tudi desno od Q ne moremo postaviti plo²£ic na AB, £e je vrh kota γ
pri F .
(b) Vrh kota γ plo²£ice 0 je pri P in vrh kota γ plo²£ice 3 je pri Q (glej
sliko 23). Tedaj se po predpostavki (ii) vsako robno vozli²£e, pri katerem
se nahaja vrh kota γ, dotika natanko treh plo²£ic, ki prispevajo vrhove
kotov α, β in γ. Naj bo torej plo²£ica 2 tista plo²£ica, ki se prilega PR
in ima vrh kota pri P . Plo²£ica 2 mora imeti svoj vrh kota β pri P ,
saj sta pri P ºe vrhova kotov α in γ od plo²£ic 1 in 0. Na enak na£in
dobimo, da je kot, ki nam ostane pri Q enak α. Naj bo plo²£ica 4 tista, ki
zapolni preostanek pri Q. Potem ima plo²£ica 4 rob dolºine b ali c vzdolº
QR. Ker je a < b, a < c, se rob plo²£ice 4 na QR razteza £ez to£ko R.
Vemo, da je PR dolºine b, zato mora biti sestavljena iz ve£ robov plo²£ic,
za£en²i s plo²£ico 2 pri P . Torej morajo biti vsi robovi na PR dolºine a,
saj je a < b. Sledi, da imajo vse plo²£ice, ki leºijo na PR vrh kota γ na
PR. Vemo pa tudi, da plo²£ica 2 nima svojega vrha kota γ pri P . e
dodamo zraven plo²£ice 2 ²e nekaj plo²£ic, potem zadnja po vrsti dodana,
ne more imeti svojega vrha kota γ pri R, ker se plo²£ica 4 razteza vzdolº
QR £ez R in ima plo²£ica 1 svoj vrh kota γ pri R. e obstaja n plo²£ic
severozahodno od PR, potem imamo v eni izmed to£k na PR dva vrhova
kota γ, kar pa spet ni moºno.
2. Eno od robnih vozli²£ P ali Q je ogli²£e trikotnika.
(a) Naj bo Q ogli²£e trikotnika, Q = B. Torej P ni A in predpostavimo, da
je na AB le en rob dolºine c. Na stranici AB obstaja plo²£ica 0, ki ima
vrh kota v P . Ta plo²£ica ima vrh kota γ na stranici AB.
I e je kot trikotnika pri Q enak β, potem je dokaz enak dokazu pod
to£ko 1, razen da je QR zdaj podalj²an preko R kot del stranice BC
trikotnika, saj plo²£ica 4 ne leºi ve£ na istem mestu. Argument o
vrhovih kota γ plo²£ic, ki leºijo severozahodno od PR ostaja nespre-
menjen.
II e je kot trikotnika pri Q strogo med β in 2β, potem mora imeti
plo²£ica 4 svoj vrh kota α pri Q in je dokaz enak dokazu pod to£ko 1,
le da v dokazu ne nastopa plo²£ica 3.
III Zato je kot trikotnika pri Q vsaj 2β. Nadalje iz prej²njih dobljenih
protislovij velja tudi, da se morata robova dolºine a plo²£ic 4 in 1
ujemati. Ker po predpostavki (iii) plo²£ica 4 ne more imeti svojega
vrha kota γ pri Q sledi, da ima pri Q svoj vrh kota β. Odtod pri
Q = B dobimo dva enaka vrha kota. Po predpostavki (iv) sledi, da b
ni ve£kratnik ²tevila a. Ker sta pri R dva vrhova kota γ, tlakovanje
obstaja samo v primeru, ko je b = ka. Dobili smo protislovje.
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(b) Naj bo P ogli²£e trikotnika, P = A. Torej Q ni B in predpostavimo, da
je na AB le en rob dolºine c. Na stranici AB obstaja plo²£ica 3, ki ima
vrh kota v Q. Iz dokaza po to£ki 1 ima plo²£ica 3 vrh kota γ pri Q. Prav
tako moramo pri Q postaviti tudi plo²£ico 4, ki ima svoj vrh kota β pri
Q.
I Kot trikotnika pri P ne more biti enak α, ker je rob dolºine b oziroma
c plo²£ice 4 podalj²an preko QR.
II Zraven vrha kota plo²£ice 1 je pri P dodan vsaj ²e vrh kota β. Potem
je dokaz enak dokazu pod to£ko 1b, le da v dokazu ne nastopa plo²£ica
0.
III Zraven vrha kota plo²£ice 1 je pri P dodan vsaj ²e vrh kota α. Tedaj
se morata plo²£ici ujemati v robovu dolºine b in pri R dobimo, da je
2γ > π. Kar ni moºno.
3. Denimo, da sta P in Q ogli²£i trikotnika, P = A in Q = B.
(a) Naj bo pri A le vrh kota ene plo²£ice. To£ka R ni C, ker γ ne more biti v
ogli²£u trikotnika po predpostavki (ii). Torej moramo poloºiti plo²£ico 2
zraven plo²£ice 1, da se bosta njuna robova dolºine a ujemala. Vrh kota
γ plo²£ice 2 ne more biti pri R, ker je pri R potem 2γ > π. Prav tako
vrh kota γ plo²£ice 2 ne more biti pri B po predpostavki (ii).
(b) Pri A imamo poleg vrha kota plo²£ice 1 postavljen ²e en vrh kota plo²£ice
2 kot kaºe slika 24. Ne glede na to, ali je ζ = α, ξ = β ali ζ = β, ξ = α,
na rob dolºine a plo²£ice 1 ne moremo postaviti nove plo²£ice. Dokaz je
podoben dokazu pod to£ko 3a.
Slika 24: To£ki P in Q sta ogli²£i trikotnika, P = A,Q = B. Rob dolºine c plo²£ice
2 je podalj²an preko robu dolºine b plo²£ice 1.
(c) Pri A imamo poleg vrha kota plo²£ice 1 postavljen ²e vrh kota plo²£ice 2
kot kaºe slika 25. Nadalje vemo, da se pri robnem vozli²£u S nahajata ²e
natanko dva vrhova kotov plo²£ic.
I Obstaja plo²£ica, katere rob je podalj²an preko AR. Potem na BR
ne moremo postaviti plo²£ice, ki se ujema z robom dolºine a plo²£ice
1. Dokaz je enak dokazu pod to£ko 3b.
II Rob dolºine b plo²£ice 1, lahko vsebuje samo robove plo²£ic dolºine
a. To se zgodi samo v primeru, ko je b ve£kratnik ²tevila a. Tedaj
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Slika 25: To£ki P in Q sta ogli²£i trikotnika, P = A,Q = B. Plo²£ica 2 ima vrh
kota β pri A in rob dolºine a na robu dolºine b plo²£ice 1.
mora imeti zadnja dodana plo²£ica na AR vrh kota γ pri R. Po
predpostavki (iv) sledi, da trikotnik pri A ali pri B ne vsebuje dveh
enakih vrhov kotov plo²£ic. Ker lahko pri B dodamo plo²£ico, katere
vrh kota pri B je lahko samo α, je njen rob dolºine b ali c podalj²an
prek robu dolºine a plo²£ice 1. Take plo²£ice ne moremo poloºiti, saj
imamo pri R ºe dva vrhova kota γ in je 2γ > π.
(d) Pri A imamo poleg vrha kota plo²£ice 1 postavljen ²e en vrh kota plo²£ice
kot kaºe slika 26. Tedaj se pri notranjem vozli²£u R nahajata dva vrhova
kota γ in lahko pri B dodamo vrh kota plo²£ice na en sam na£in. Ta je,
da ima plo²£ica 3 vrh kota β pri B.
Slika 26: To£ki P in Q sta ogli²£i trikotnika, P = A,Q = B. Robova dolºine b
plo²£ic 1 in 2 se ujemata.





= β, kar po predpostavki (ii) ni moºno.
II Ker velja α + β + γ = π in zato α + β + γ + 2γ = π + 2γ > 2π, je
se lahko pri R nahaja natanko en vrh kota β ali po poljubno mnogo
vrhov kota α.
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• Pri R se nahaja samo vrh kota β. Iz 3γ + β = 2π dobimo
3α + 2β = π. Po drugi strani pa velja mα + nβ = π,m, n ∈
N ∪ {0}, ker v ogli²£ih trikotnika ABC nastopa m kotov α in n
kotov β. Torej je (3n − 2m)α = (n − 2)π. e je n ̸= 2, je α
racionalni ve£kratnik ²tevila β, kar ni moºno. Sledi, da je n = 2
in m = 3. Zato je pri C lahko samo vrh kota α, kar pa ni moºno,
saj bi plo²£ica leºala izven trikotnika.
• Pri R se nahajajo samo vrhovi kota α. Iz 3γ+kα = 2π, k ∈ N in
3(π−α−β)+kα = 2π dobimo (3−k)α+3β = π. Ponovno velja





(n − 3)π. Kot prej je edina moºnost, da je n = 3 in m = 3 − k.
Ker je k ∈ N in m ∈ N ∪ {0} ter sta pri A vsaj dva vrhova kota
α, je m = 2 in k = 1. Zato je pri C lahko samo vrh kota α, kar
pa ni moºno, saj bi plo²£ica leºala izven trikotnika. Pri A ali B
pa ne moremo dodati nobenega vrhova kota plo²£ice ve£, saj smo
izra£unali, da je m+ n = 5.
Neposredno iz zgornje leme sledi naslednja posledica.
Posledica 4.6. Naj bo trikotnik ABC N-tlakovan s plo²£ico T s koti (α, β, γ) in
robovi dolºine (a, b, c) ter naj bo
(i) kot γ > π
2
,
(ii) kot α ni racionalni ve£kratnik ²tevila β,
(iii) vsak kot trikotnika je manj²i od γ in
(iv) naj velja eden od naslednjih dveh pogojev:
 b ni ve£kratnik ²tevila a,
 tlakovanje ne vsebuje dveh vrhov kotov plo²£ic enake velikosti vsaj pri
dveh ogli²£ih trikotnika.
Potem vsaka stranica trikotnika ABC vsebuje vsaj dva robova dolºine c plo²£ice T .
Naslednja lema nam bo poenostavila dokazovanje preostalih lem in izrekov.
Lema 4.7. Naj bo ABC N-tlakovan trikotnik in predpostavimo, da je skupno ²tevilo
plo²£ic, ki leºijo na stranicah trikotnika vsaj k, z vsaj dvema plo²£icama na vsaki
stranici trikotnika. Naj bo v ogli²£u C vrh le enega kota in v vseh ogli²£ih trikotnika
skupaj pet vrhov kota. Predpostavimo, da je γ ̸= π
2
. Potem je ²tevilo N ≥ k + 2.
Dokaz. Pokazati je potrebno, da moramo v notranjosti trikotnika dodati vsaj dve
plo²£ici. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da velja α ≤ β ≤ γ.
V prvem primeru naj imata ogli²£i A in C vsako po en vrh kota plo²£ice, ogli²£e
B pa naj ima tri vrhove kotov plo²£ic. Skupno ²tevilo plo²£ic, ki leºijo na stranicah,
je k. Ker se pri vsakem robnem vozli²£u nahajajo vsaj trije vrhovi kotov plo²£ic
(α+β+γ = π), je plo²£ica, ki si deli rob s plo²£ico pri A, notranja. Notranja plo²£ica
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je tista, katere rob ni del stranice trikotnika. Enako velja za plo²£ico poleg plo²£ice,
ki ima vrh kota pri ogli²£u C. Samo ena notranja plo²£ica ne more obstajati, saj
bi se dva vrhova kotov plo²£ic morala se²teti v ²tevilo π, kar pa ni moºno (glej levi
trikotnik ABC na sliki 27). Torej imamo vsaj dve notranji plo²£ici. To pa pomeni, da
imamo vsaj k+2 plo²£ic. V drugem primeru pa naj ima samo ogli²£e C en vrh kota
Slika 27: Skica dokaza leme 4.7, kjer ima ogli²£e C trikotnika ABC en vrh kota
plo²£ice. Trikotnik na levi ima pri A vrh kota ene plo²£ice in pri B tri vrhove kotov
plo²£ic. Trikotnik na desni pa ima pri A in B po dva vrhova kotov plo²£ic.
plo²£ice, medtem ko imata ogli²£i A in B po dva vrhova kotov plo²£ic. Enako kot
v prvem primeru ugotovimo, da je plo²£ica, ki si deli skupni rob s plo²£ico z vrhom
kota pri ogli²£u C, notranja plo²£ica N1. Imenujmo plo²£ici z vrhom kota pri ogli²£u
A plo²£ica 1 in plo²£ica 2. e sta njuna robova, kjer se plo²£ici dotikata, razli£nih
dolºin, potem lahko brez ²kode za splo²nost predpostavimo, da ima plo²£ica 1 kraj²i
rob (glej desni trikotnik ABC na sliki 27). Ker se pri robnem vozli²£u nahajajo
vsaj trije vrhovi kotov plo²£ic, dodamo ²e drugo notranjo plo²£ico N2. e pa sta
robova plo²£ic 1 in 2 enakih dolºin, z enakim premislekom dobimo vsaj dve notranji
plo²£ici.
4.2 Tlakovanja s plo²£ico, za katero velja 3α + 2β = π
Pogoj 3α+2β = π za kote plo²£ice se nahaja v treh vrsticah v tabeli 3. Zapisali bomo
dokaz, da N -tlakovanja trikotnikov ne obstajajo, ko je N < 8, velja 3α+ 2β = π in
α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π.
Lema 4.8. e je 3α+ 2β = π in α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π, potem se pri
vsakem robnem vozli²£u
• nahajajo natanko vrhovi kotov α, β in γ, torej v robnem vozli²£u so tri ogli²£a
plo²£ic, ali
• se nahajajo natanko trije vrhovi kota α in dva vrhova kota β, torej v robnem
vozli²£u je pet ogli²£ plo²£ic.
Dodatno se lahko pri vsakem notranjem vozli²£u
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• nahaja natanko en vrh kota β in trije vrhovi kota γ, torej v notranjem vozli²£u
so ²tiri ogli²£a plo²£ic, ali
• se nahajata natanko dva vrhova kota α, dva vrhova kota β in dva vrhova kota
γ, torej v notranjem vozli²£u je ²est ogli²£ plo²£ic, ali
• se nahajajo natanko ²tirje vrhovi kota α, dva vrhova kota β in en vrh kota γ,
torej v notranjem vozli²£u je osem ogli²£ plo²£ic, ali
• se nahaja natanko ²est vrhov kota α in ²tirje vrhovi kota β, torej v notranjem
vozli²£u je deset ogli²£ plo²£ic.
Dokaz. Naj velja 3α + 2β = π in α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π. Ker ima
plo²£ica kote α, β in γ, je α + β + γ = π. Vemo, da je γ = 2α + β, zato lahko
namesto kota γ nastopajo posamezni koti α, α in β.
Denimo, da se pri robnem vozli²£u nahaja k vrhov kota α, l vrhov kota β in m
vrhov kota γ. Tedaj velja kα+ lβ +mγ = π. Ker je 2γ = 4α+2β > π, se lahko pri
robnem vozli²£u nahaja najve£ en vrh kota γ. Dobimo samo naslednji dve moºnosti:
• Pri robnem vozli²£u se nahaja en vrh kota γ. Potem sta preostala vrhova kotov
plo²£ic α in β, saj je α + β + γ = π. Torej v robnem vozli²£u so tri ogli²£a
plo²£ic.
• Pri robnem vozli²£u nimamo vrha kota γ. Tedaj mora veljati kα + lβ = π.
Ker vemo, da velja tudi 3α+ 2β = π, dobimo tri vrhove kota α in dva vrhova
kota β. Torej v robnem vozli²£u je pet ogli²£ plo²£ic.
Denimo, da se pri notranjem vozli²£u nahaja k vrhov kota α, l vrhov kota β in
m vrhov kota γ. Tedaj velja kα+ lβ+mγ = 2π. Ker je 4γ = 8α+4β > 2π, se lahko
pri notranjem vozli²£u nahajajo najve£ trije vrhovi kota γ. Dobimo samo naslednje
moºnosti:
• Pri notranjem vozli²£u se nahajajo trije vrhovi kota γ. Potem lahko dodamo
samo ²e vrh kota β, saj je β + 3γ = 2π. Torej v notranjem vozli²£u so ²tiri
ogli²£a plo²£ic.
• Pri notranjem vozli²£u imamo dva vrhova kota γ. Potem so preostali vrhovi
kotov plo²£ic α, α, β in β, saj je 2α+2β+2γ = 2π. Torej v notranjem vozli²£u
je ²est ogli²£ plo²£ic.
• Pri notranjem vozli²£u imamo en vrh kota γ. Potem so preostali vrhovi kotov
plo²£ic ²tirje vrhovi kota α in trije vrhovi kota β, saj je 4α + 3β + γ = 2π.
Torej v notranjem vozli²£u je osem ogli²£ plo²£ic.
• Pri notranjem vozli²£u nimamo vrha kota γ. Tedaj mora veljati kα+ lβ = 2π.
Ker velja 3α+2β = π, dobimo ²est vrhov kota α in ²tiri vrhove kota β. Torej
v notranjem vozli²£u je deset ogli²£ plo²£ic.
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Izrek 4.9. Naj bo 3α + 2β = π, kjer α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π, in naj bo
trikotnik ABC N-tlakovan s plo²£ico s koti (α, β, γ) in robovi dolºine (a, b, c), ki ni
podobna trikotniku. Potem je N ≥ 8.
Dokaz. Predpostavimo, da velja 3α + 2β = π, plo²£ica ni podobna trikotniku in α
ni racionalni ve£kratnik ²tevila π. Ker so koti trikotnika oblike mα + nβ;m,n ∈ Z,
so α, β, 2α, 2β, α+ β, 3α, 2α+ β, α+2β vsi moºni koti trikotnika. Moºnosti za kote
trikotnika so naslednje:
1. enakokraki trikotnik z baznim kotom α ali β,
2. enakokraki trikotnik z baznim kotom α + β,
3. (α, 2α, 2β),
4. (2α, α + β, β).
Po lemi 4.3 velja, da nobena plo²£ica nima vrha kota γ v ogli²£ih trikotnika, zato je
vsak kot trikotnika manj²i od γ. Dodatno iz leme 4.2 sledi, da je γ > π
2
.
1. Ker ima enakokraki trikotnik bazni kot α, postavimo dve plo²£ici, ki imata
vrh kota α v ogli²£ih A in B. Naj bosta to plo²£ici 1 in 2. Zaradi pogoja
3α + 2β = π je kot pri C enak α + 2β. Po lemi 4.3 vemo, da kot γ ne more
biti v ogli²£ih trikotnika, zato ogli²£e C vsebuje natanko tri ogli²£a plo²£ic in
plo²£ice ozna£imo s 3, 4 in 5. Ker veljajo vse predpostavke leme 4.5, vsaka
stranica trikotnika vsebuje vsaj dva robova dolºine c plo²£ice. Da dobimo
najmanj²e moºno ²tevilo plo²£ic, naj imata plo²£ici 3 in 5 svoj rob dolºine c
na kraku AC oziroma BC.
(a) Naj imata plo²£ici 1 in 2 rob dolºine c na stranici AB (glej sliko 28). Do-
dati moramo ²e po eno plo²£ico z robom dolºine c na vsak krak. Ozna£imo
ju s plo²£icama 6 in 7. Po lemi 4.7 velja, da je N ≥ k + 2, kjer je k sku-
pno ²tevilo plo²£ic, ki leºijo na stranicah trikotnika. V na²em primeru je
k = 6, zato je N ≥ 6 + 2 = 8.
Slika 28: Skica za tlakovanje enakokrakega trikotnika ABC z baznim kotom α, kjer
imata plo²£ici 1 in 2 rob dolºine c na stranici AB.
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(b) Naj ima plo²£ica 1 rob dolºine c na AB in plo²£ica 2 rob dolºine c na
BC. Tedaj moramo postaviti ²e plo²£ico 6 z robom dolºine c na AB
in plo²£ico 7 z robom dolºine c na AC. Ker je trikotnik enakokraki, pa
moramo dodati plo²£ico 8 z robom dolºine b na kraku BC (glej sliko 29).
Po lemi 4.7 velja, da je N ≥ k + 2, kjer je k = 7. Zato je N ≥ 9.
Slika 29: Skica za tlakovanje enakokrakega trikotnika ABC z baznim kotom α, kjer
ima plo²£ica 1 rob dolºine c na AB in plo²£ica 2 rob dolºine c na BC.
(c) Naj imata plo²£ici 1 in 2 njuna robova dolºine b na osnovnici AB tri-
kotnika. Potem moramo postaviti ²e dve plo²£ici z robom dolºine c na
stranico AB (glej sliko 30). Torej smo dodali ²e plo²£ici 6 in 7. Tedaj
po lemi 4.7 velja, da je N ≥ k + 2. V na²em primeru je k = 6, zato je
N ≥ 8.
Slika 30: Skica za tlakovanje enakokrakega trikotnika ABC z baznim kotom α, kjer
imata plo²£ici 1 in 2 rob dolºine b na stranici AB.
Pokazali smo moºnosti, kjer imamo najmanj²e moºno ²tevilo plo²£ic na stra-
nicah trikotnika. Skupno smo postavili vsaj osem plo²£ic, zato 7-tlakovanje za
te primere ne obstaja.
Na podoben na£in pokaºemo, da ne obstaja 7-tlakovanje za enakokraki triko-
tnik z baznim kotom β, ko za plo²£ico velja 3α + 2β = π.
2. Ker ima enakokraki trikotnik bazni kot α + β, postavimo po dve plo²£ici, ki
imata svoja vrhova kotov α in β v ogli²£ih A in B. Naj bosta pri A plo²£ici 1 in
2 ter pri B plo²£ici 3 in 4. Ker v ogli²£u trikotnika nimamo dveh vrhov kotov
plo²£ic enake velikosti in veljajo tudi vse ostale predpostavke posledice 4.6,
37
leºita na vsaki stranici trikotnika vsaj dva robova dolºine c. Najmanj²e moºno
²tevilo plo²£ic dobimo, £e imata plo²£ici 1 in 2 svoj rob dolºine c na kraku AC
oziroma osnovnici AB ter £e imata plo²£ici 3 in 4 svoj rob dolºine c na kraku
BC oziroma osnovnici AB. V ogli²£u C nam zaradi pogoja 3α+2β = π ostane
²e kot α. Naj ima plo²£ica 5 svoj vrh kota α v C. Brez ²kode za splo²nost
lahko re£emo, da ima plo²£ica svoj rob dolºine c na kraku BC in svoj rob
dolºine b na kraku AC (glej sliko 31). Ker je trikotnik enakokraki, moramo
Slika 31: Skica za tlakovanje enakokrakega trikotnika ABC z baznim kotom α+ β.
dodati ²e plo²£ico 6, katere rob dolºine b leºi na kraku BC in plo²£ico 7, katere
rob dolºine c leºi na kraku AC. Po lemi 4.7 velja, da je N ≥ k + 2. V tem
primeru je k = 7, zato je N ≥ 9.
3. Naj bodo koti trikotnika (α, 2α, 2β). Brez ²kode za splo²nost lahko predpo-
stavimo, da je kot α v ogli²£u C.
(a) Recimo, da stranica AB vsebuje samo eno plo²£ico. Ozna£imo jo s plo-
²£ico 1. Brez ²kode za splo²nost ima plo²£ica 1 svoj vrh kota α pri ogli²£u
A in svoj vrh kota β pri ogli²£u B. Potem dodamo plo²£ico 2, ki ima svoj
vrh kota β pri ogli²£u B. Ker vemo, da je a, b < c, naj bo rob dolºine c
plo²£ice 2 podalj²an preko robova dolºine a plo²£ice 1. Nadalje dodamo
plo²£ico 3 z vrhom kota α pri ogli²£u A. Potem je edina moºnost, da se
robova dolºine b plo²£ic 1 in 3 ujemata in dobimo, da mora veljati 2γ = π,
kar pa ni moºno. Torej se morata ujemati robova dolºine a plo²£ic 1 in
2. Enak premislek velja, £e ima plo²£ica 3 podalj²an rob dolºine c preko
robu dolºine b plo²£ice 1. Torej se morata ujemati tudi robova dolºine b
plo²£ic 1 in 3 (glej sliko 32). Ozna£imo z S notranje vozli²£e plo²£ic 1,
2 in 3. Po lemi 4.8 vemo, da se zraven treh vrhov kota γ pri notranjem
vozli²£u nahaja samo ²e vrh kota β. Potem moramo dodati ²e plo²£ico 4,
ki ima svoj vrh kota β v S. Take plo²£ice ni mogo£e postaviti, saj bi del
njenega robova dolºine c leºal zunaj trikotnika.
(b) Naj stranica AB vsebuje dve plo²£ici. Na novo ozna£imo plo²£ici 1 in 2,
ki imata svoja vrhova kota α pri ogli²£u A ter plo²£ici 3 in 4, ki imata
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Slika 32: Skica za tlakovanje trikotnika ABC s koti (α, 2α, 2β), kjer je na stranici
AB ena plo²£ica.
svoja vrhova kota β pri ogli²£u B (glej sliko 33). Dodati moramo ²e
plo²£ico 5, katere vrh kota α je pri ogli²£u C. Po lemi 4.5 imata stranici
AC in BC vsaka vsaj dva robova dolºine c. Najmanj²e moºno ²tevilo
plo²£ic dobimo, £e ima plo²£ica 1 svoj rob dolºine c na AC in plo²£ica 4
svoj rob dolºine c na BC. e ima plo²£ica 5 svoj rob dolºine c na AC,
potem moramo dodati ²e plo²£ico 6, katere rob dolºine c je na BC. Po
lemi 4.7 velja, da je N ≥ 8. e pa ima plo²£ica 5 svoj rob dolºine c na
BC, potem je dodana plo²£ica 6 na AC. Ker se ²tevilo vseh plo²£ic na
stranicah trikotnika ni spremenilo, tudi v tem primeru velja N ≥ 8. S
Slika 33: Skica za tlakovanje trikotnika ABC s koti (α, 2α, 2β), kjer sta na stranici
AB dve plo²£ici.
tem smo pokazali, da 7-tlakovanje trikotnika s koti (α, 2α, 2β) s plo²£ico,
za katero velja 3α + 2β = π, ne obstaja.
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4. Naj bodo koti trikotnika (2α, α + β, β). Brez ²kode za splo²nost lahko pred-
postavimo, da je kot β v ogli²£u C. Po lemi 4.5 vse tri stranice trikotnika
vsebujejo vsaj dva robova doºine c. Najmanj²e moºno ²tevilo plo²£ic dobimo
na na£in, kot kaºe slika 34. Na stranicah trikotnika imamo ²est plo²£ic, zato
po lemi 4.7 velja, da je N ≥ 8.
Slika 34: Skica za tlakovanje trikotnika ABC s koti (2α, α + β, β).
4.3 Tlakovanja s plo²£ico, za katero je γ = 2π
3
in α ni racio-
nalni ve£kratnik ²tevila π
Obravnavajmo ²e tlakovanja trikotnika s plo²£ico, za katero velja pogoj 3α+3β = π.
V tabeli 3 je za plo²£ico, katere en kot je γ = 2π
3
, navedenih ²est razli£nih oblik
trikotnika. Prvi ²tirje primeri trikotnikov v enem ogli²£u vsebujejo samo kot α,
zadnja dva primera trikotnikov pa v enem ogli²£u vsebujeta kota α in β. Zato jih
bomo razdelili na naslednja dva primera: Ali eno izmed ogli²£ trikotnika vsebuje
samo en vrh kota plo²£ice. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da je pri
A vrh kota α. Ali pa vsako ogli²£e vsebuje po dva vrhova kotov plo²£ic. V tem
primeru lahko predpostavimo, da sta pri A plo²£ici z vrhom kota α in β.
Lema 4.10. Naj bo trikotnik tlakovan s plo²£ico, za katero je γ = 2π
3
in α ni
racionalni ve£kratnik ²tevila π. Potem se pri vsakem robnem vozli²£u
• nahajajo natanko vrhovi kotov α, β in γ, torej v robnem vozli²£u so tri ogli²£a
plo²£ic, ali
• se nahajajo natanko trije vrhovi kota α in trije vrhovi kota β, torej v robnem
vozli²£u je ²est ogli²£ plo²£ic.
Dokaz. Naj se pri robnem vozli²£u nahaja k vrhov kota α, l vrhov kota β in m vrhov
kota γ, kjer je k, l,m ∈ N ∪ {0},m ≤ 1. Tedaj lo£imo dva primera:
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• m = 1: kα+ lβ = π
3












(k − l)α = π
3
(1− l).
e je k ̸= l, je α racionalni ve£kratnik ²tevila π in dobimo protislovje. Torej
je k = l = 1.









(k − l)α = π
3
(3− l).
e je k ̸= l, je α racionalni ve£kratnik ²tevila π in dobimo protislovje. Torej
je k = l in






Zato se pri robnem vozli²£u nahajajo natanko vrhovi kotov α, β in γ, torej tri ogli²£a
plo²£ic, ali natanko trije vrhovi kota α in trije vrhovi kota β, torej ²est ogli²£ plo²£ic.
Poglejmo si izrek, ki nam zagotavlja, da zgoraj opisano tlakovanje zahteva vsaj
osem plo²£ic.
Izrek 4.11. Naj bo trikotnik ABC N-tlakovan s plo²£ico s koti (α, β, 2π
3
) in ro-
bovi dolºine (a, b, c), ki ni podobna trikotniku, in predpostavimo, da α ni racionalni
ve£kratnik ²tevila π. Potem je N ≥ 8.
Dokaz. Ker plo²£ica ni podobna trikotniku in α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π,
po lemi 4.4 kot γ ne more biti v kotih trikotnika. Ker je vsota kotov trikotnika
enaka π in enako velja tudi za vsoto vrhov kotov plo²£ic pri robnem vozli²£u, se po
lemi 4.10 v kotih trikotnika skupno pojavi ²est ogli²£ plo²£ic, ki prispevajo tri vrhove
kota α in tri vrhove kota β (glej sliko 35). Dokaz razdelimo na dva primera.
1. Eden od kotov trikotnika je α + β = π
3
. Naj bosta X in Y dolºini stranic ob
















Slika 35: Primer izreka 4.11, kjer ima enakostrani£ni trikotnik natanko ²est robnih
plo²£ic.
Po lemi 4.5 sta na AC in BC stranici trikotnika vsaj dva robova dolºine c









, z uporabo kosinusnega izreka,
c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ,
dobimo
c2 = a2 + b2 + ab. (4.1)
Nadalje ena£bi (4.1) na obeh straneh od²tejemo 3ab:
c2 − 3ab = a2 + b2 − 2ab
= (a− b)2,
c2 − 3ab > 0. (4.2)
Dobili smo, da je ²tevilo c2 − 3ab pozitivno, saj α ni racionalni ve£kratnik



















S tem smo zaklju£ili dokaz za prvi primer.
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2. e v nobenem kotu trikotnika ni kota α + β, potem je v enem kotu le vrh
kota ene plo²£ice. Brez ²kode za splo²nost, naj bo ta vrh kota enak α . Mo-
ºnosti za kote trikotnika so naslednje: enakokraki trikotnik z baznim kotom
α, (α, 2α, 3β) in (α, 2β, 2α + β). Poglejmo si dokaze posebej po primerih.
(a) Naj bo trikotnik enakokraki z baznim kotom α. Dokaz je podoben dokazu
izreka 4.9 pod to£ko 1, le da imamo namesto dveh plo²£ic z vrhom kota
β v ogli²£u C, tri take plo²£ice (glej sliko 36, sliko 37 in sliko 38). Torej
smo postavili ºe vsaj osem plo²£ic.
Slika 36: Plo²£ici 1 in
2 imata rob dolºine c
na AB.
Slika 37: Na AB ima
plo²£ica 1 rob dolºine
c, plo²£ica 2 pa rob
dolºine b.
Slika 38: Plo²£ici 1 in 2
imata rob dolºine b na
AB.
(b) Naj bodo koti trikotnika (α, 2α, 3β). Dokaz je podoben dokazu izreka 4.9
pod to£ko 3, le da imamo namesto dveh plo²£ic z vrhom kota β v ogli²£u
B, tri take plo²£ice (glej sliko 39). Vsaj pri enem robnem vozli²£u moramo
postaviti ²e vrh kota ene plo²£ice, ki jo ozna£imo s plo²£ico 8. Tako smo
postavili vsaj osem plo²£ic.
Slika 39: Skica za tlakovanje trikotnika ABC s koti (α, 2α, 3β).
(c) Naj bodo koti trikotnika (α, 2β, 2α + β). Dokaz je podoben dokazu iz-
reka 4.9 pod to£ko 4, le da imamo vrhova kotov α in β zamenjana ter da
imamo namesto ene plo²£ice z vrhom kota β v ogli²£u B, dve taki plo²£ici
(glej sliko 40). Vsaj pri enem robnem vozli²£u moramo postaviti ²e vrh
kota ene plo²£ice, ki jo ozna£imo s plo²£ico 8. Tako smo postavili vsaj
osem plo²£ic.
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Slika 40: Skica za tlakovanje trikotnika ABC s koti (α, 2β, 2α + β).
4.4 Tlakovanja enakokrakega trikotnika s plo²£ico, za katero
je γ = 2α in α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π
Pogledali si bomo vrstico v Laczkovichevi tabeli 3, kjer je trikotnik enakokraki z
baznim kotom α in je tlakovan s plo²£ico s koti (α, β, γ = 2α) ter α ni racionalni
ve£kratnik ²tevila π. Pogoj γ = 2α lahko zapi²emo tudi v obliki 3α + β = π. Za
razliko od podobnega pogoja 3α+2β = π, ta pogoj ne zagotavlja, da je γ > π
2
. Kot
v preostalem ogli²£u trikotnika je torej enak π − 2α = α + β. Vemo, da je γ = 2α,
zato lahko namesto kota γ nastopata posamezna kota α in α.
Lema 4.12. Naj bo trikotnik tlakovan s plo²£ico, za katero je γ = 2α in α ni
racionalni ve£kratnik ²tevila π. Potem se pri vsakem robnem vozli²£u
• nahajajo natanko vrhovi kotov α, β in γ, torej v robnem vozli²£u so tri ogli²£a
plo²£ic, ali
• se nahajajo natanko trije vrhovi kota α in en vrh kota β, torej v robnem vozli²£u
so ²tiri ogli²£a plo²£ic.
Dokaz. Naj se pri robnem vozli²£u nahaja k vrhov kota α, l vrhov kota β in m vrhov
kota γ, kjer je k, l,m ∈ N ∪ {0}. Tedaj je kα + lβ + mγ = (k + 2m)α + lβ = π.
Dodatno vemo, da l ̸= 0, druga£e bi bilo ²tevilo α racionalni ve£kratnik ²tevila π.
Lo£imo tri primere:
• m ≥ 2: kα + lβ +mγ ≥ (k + 4)α + β > 3α + β.
• m = 1: (k + 2)α + lβ = 3α + β. Potem je k = l = 1.
• m = 0: kα+ lβ = 3α + β. Potem je k = 3 in l = 1.
Zato se pri robnem vozli²£e nahajajo natanko vrhovi kotov α, β in γ, torej tri ogli²£a
plo²£ic, ali se nahajajo natanko trije vrhovi kota α in en vrh kota β, torej ²tiri ogli²£a
plo²£ic.
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Z uporabo kosinusnega izreka in pogoja γ = 2α velja
c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ
= a2 + b2 − 2ab cos 2α
= a2 + b2 − 2ab
(︁
2 cos2 α− 1
)︁





















c2 = a2 + b2 + 2ab− 4ab c
2
4a2











c2 = a(a+ b).
Plo²£ice, katerih robovi so racionalnih dolºin in velja γ = 2α, ustrezajo re²itvam te
ena£be, kjer je c < a+ b, b < a+ c in a < b+ c. Recimo primera (4, 5, 6) in (9, 7, 12).
Za namene tega magistrskega dela zadostuje, da postavimo spodnjo mejo za N .
Izrek 4.13. Naj bo ABC enakokraki trikotnik z baznim kotom α in naj bo γ = 2α.
Predpostavimo, da je trikotnik N-tlakovan s plo²£ico s koti (α, β, γ) in α ni racionalni
ve£kratnik ²tevila π. Tedaj je N vsaj 9.
Dokaz. Predpostavimo, da je ABC enakokraki trikotnik z baznim kotom α in da je
N -tlakovan kot v izjavi izreka. Tedaj je pri ogli²£u C kot α+β. Naj bo plo²£ica 1 z
vrhom kota pri ogli²£u A in plo²£ica 2 z vrhom kota pri ogli²£u B ter naj bosta pri
ogli²£u C brez ²kode za splo²nost plo²£ica 3 z vrhom kota α in plo²£ica 4 z vrhom
kota β. Predpostavimo, da je a < b. Plo²£ico 5 postavimo tako, da se robova dolºine
a plo²£ice 1 in 5 ujemata. Pri robnih vozli²£ih teh dveh plo²£ic se tako nahajata
vrhova kotov β in γ, zato moramo pri vsakem postaviti ²e po eno plo²£ico z vrhom
kota α. Ozna£imo plo²£ici s 6 in 7 (glej sliko 41). Plo²£ica 7 se ne more ujemati s
plo²£ico 3, ker ºe imata vsaka svoj vrh kota α. S podobnim premislekom dodamo
²e plo²£ici 8 in 9. Skupno smo postavili devet plo²£ic. e pa je b < a, potem lahko
plo²£ice postavimo na enak na£in kot v primeru a < b ali pa na rob dolºine a plo²£ic
1 in 2 postavimo k plo²£ic z robom dolºine b, £e velja a = kb, k ∈ N, k ̸= 1. Tedaj
pa zagotovo postavimo ve£ kot devet plo²£ic.
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Slika 41: Skica tlakovanja enakokrakega trikotnika ABC z baznim kotom α s plo²£ico
s koti (α, β, 2α).
4.5 Tlakovanja enakokrakega trikotnika z baznim kotom α s
plo²£ico, za katero je γ = π
2
V tem podpoglavju si bomo pogledali vrstico v Laczkovichevi tabeli 3, kjer je triko-
tnik ABC enakokraki z baznim kotom α in je tlakovan s plo²£ico s koti (α, β, γ = π
2
)
ter α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π. Pogoj γ = π
2
lahko zapi²emo tudi v obliki
2α + 2β = π. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da je α < β < γ in
so dolºine robov plo²£ice (a = sinα, b = cosα, 1), kjer je a < b < 1. Za za£etek si
poglejmo, kateri koti so lahko pri ogli²£u C.
• Pri ogli²£u C je samo vrh kota γ. Potem je










in dobimo, da je α racionalni ve£kratnik ²tevila π, kar je v protislovju s pred-
postavko.
• Pri ogli²£u C je vrh kota γ in ²e kak²en drugi vrh kota. Potem je
π
2
= 2α + ϕ,
α + β = 2α + ϕ,
β = α + ϕ.
Ker smo privzeli, da je α < β, je ϕ = kα, k ∈ N, in je β = α(k + 1). Spet
dobimo protislovje s predpostavko, da α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π.
• Pri ogli²£u C vrh kota γ ne nastopa. Torej je kot pri ogli²£u C oblike mα+nβ,
kjer sta m in n nenegativni celi ²tevili. Ker je
mα + nβ = π − 2α = 2α + 2β − 2α = 2β,
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je kot pri ogli²£u C enak 2β, saj α po predpostavki ni racionalni ve£kratnik
²tevila π.
Pokazali smo, da je pri ogli²£u C moºen samo kot 2β. V nadaljevanju pa bi radi
pokazali, da ne obstaja 7-tlakovanje enakokrakega trikotnika z baznim kotom α s
plo²£ico, za katero je kot γ = π
2
.






, kjer α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π. Potem je N ≥ 8.
Dokaz. Naj bo trikotnik ABC enakokraki z baznim kotom α in T plo²£ica, za katero
je γ = π
2
. Ozna£imo z X stranico AC trikotnika ABC. Ker je dolºina stranice X
vsota dolºin robov plo²£ic, obstajajo nenegativna cela ²tevila p, q, r, da je X =
pa+ qb+ r. Tedaj velja
X ·X sin 2β = Nab sin π
2
,
X2 sin(π − 2α) = Nab,
2X2 sinα cosα = Nab,
2X2 = N,
2(pa+ qb+ r)2 = N.
e je pa + qb + r ≥ 2, je N ≥ 8. Pokazati moramo ²e, da je N ≥ 8 tudi v
primeru, ko na stranici X leºijo samo robovi plo²£ic, katerih vsota dolºin je manj²a
od 2. Nadalje imamo dve moºnosti, kako bomo tlakovali enakokraki trikotnik ABC
z baznim kotom α. Za£etno plo²£ico, ki jo imenujmo plo²£ica 1, lahko v ogli²£e A
postavimo na dva na£ina.
1. Naj rob dolºine 1 plo²£ice 1 leºi na stranici X trikotnika ABC. Potem lahko
plo²£ico 2 postavimo zraven plo²£ice 1 na dva na£ina.
• Naj ima plo²£ica 2 ob stranici X vrh kota γ pri to£ki P (glej sliko 42).
Tedaj lahko plo²£ico 3 postavimo zraven plo²£ice 2 samo na en na£in in
sicer tako, da bo imela pri to£ki P vrh kota α. Ker je dolºina stranice X
manj²a od 2, mora na njej leºati rob dolºine b. Potem je tudi vrh kota
γ plo²£ice 3 ob stranici X. Od prej vemo, da v ogli²£u C vrh kota γ ne
more biti, zato moramo postaviti ²e vsaj £etrto plo²£ico. Ker je trikotnik
ABC enakokraki, tlakovanje vsebuje vsaj osem plo²£ic.
• Naj ima plo²£ica 2 ob stranici X vrh kota β pri to£ki P (glej sliko 43).
Zaradi pogoja 2α+2β = π moramo pri to£ki P dodati ²e dve plo²£ici, ki
imata pri njej svoj vrh kota α. Ker imamo enakoraki trikotnik, tlakovanje
vsebuje vsaj osem plo²£ic.
2. Naj rob dolºine b plo²£ice 1 leºi na stranici X trikotnika ABC. Potem lahko
plo²£ico 2 postavimo zraven plo²£ice 1 na dva na£ina.
• Naj ima plo²£ica 2 ob stranici X vrh kota γ pri to£ki P (glej sliko 44).
Tedaj ima plo²£ica 2 pri to£ki Q svoj vrh kota β in ob stranici X svoj
vrh kota α, saj bi druga£e leºala izven trikotnika ABC. Ker vemo, da
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Slika 42: Tlakovanje enakokrakega trikotnika ABC z baznim kotom α, kjer rob
dolºine 1 plo²£ice 1 leºi na stranici X in je vrh kota γ plo²£ice 2 pri to£ki P .
Slika 43: Tlakovanje enakokrakega trikotnika ABC z baznim kotom α, kjer rob
dolºine 1 plo²£ice 1 leºi na stranici X in je vrh kota β plo²£ice 2 pri to£ki P .
sta pri ogli²£u C natanko dva vrha kota β, moramo postaviti ²e plo²£ico
3, katere vrh kota β naj bo sedaj pri ogli²£u C. Potem je rob plo²£ice 3,
ki leºi na stranici X dolºine a, saj bi druga£e dobili b+ b+ 1 > 2, ker je
1 < a + b < b + b. Med plo²£ici 2 in 3 moramo tako dodati ²e plo²£ico
4. Ker imamo enakoraki trikotnik, smo postavili ºe osem plo²£ic. Torej
je N ≥ 8.
• Naj ima plo²£ica 2 ob stranici X vrh kota β pri to£ki P (glej sliko 45).
Tedaj ima plo²£ica 2 pri to£kiQ svoj vrh kota γ, saj bi druga£e leºala izven
trikotnika ABC. Nadalje moramo postaviti ²e plo²£ico 3, katere vrh kota
α je pri to£ki P . V primeru, da ima plo²£ica 3 ob stranici X tudi vrh kota
γ, moramo dodati ²e eno plo²£ico, saj vrh kota γ ne more biti pri C. Ker
imamo enakoraki trikotnik, smo postavili ºe osem plo²£ic. Naj ima sedaj
plo²£ica 3 ob stranici X svoj vrh kota β. Ker ima enakokraki trikotnik
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Slika 44: Tlakovanje enakokrakega trikotnika ABC z baznim kotom α, kjer rob
dolºine b plo²£ice 1 leºi na stranici X in je vrh kota γ plo²£ice 2 pri to£ki P .
Slika 45: Tlakovanje enakokrakega trikotnika ABC z baznim kotom α, kjer rob
dolºine b plo²£ice 1 leºi na stranici X in je vrh kota β plo²£ice 2 pri to£ki P .
ABC pri ogli²£u C natanko dva vrhova kota β, postavimo ²e plo²£ico 4
s svojim vrhom kota β pri ogli²£u C. Ker je desni krak trikotnika enake
dolºine kot levi, moramo pri ogli²£u B postaviti plo²£ico 5, ki ima ob
kraku vrhova kotov γ in α. Naj bo R robno vozli²£e, kjer imata plo²£ici
4 in 5 skupno ogli²£e. Med njiju moramo sedaj dodati ²e plo²£ico 6, ki
ima svoj vrh kota β pri to£ki R. Kot vidimo na sliki 45, lahko plo²£ico
6 postavimo na dva na£ina. e rob dolºine a leºi na plo²£ici 4, potem
plo²£ica 6 leºi izven trikotnika ABC. V drugem primeru pa rob dolºine a
leºi na plo²£ici 5 in se plo²£ici 2 in 6 prekrivata. Torej stranica X vsebuje
vsaj tri razli£ne plo²£ice. Ker je trikotnik enakokraki, moramo na oba
kraka dodati ²e po eno plo²£ico in spet dobimo vsaj osem plo²£ic. Torej
je N ≥ 8.
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4.6 Tlakovanja enakostrani£nega trikotnika s plo²£ico, za ka-
tero je β = π
3
in α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π
Laczkovichev seznam v tabeli 3 vsebuje tudi primer, kjer je ABC enakostrani£ni
trikotnik in je β = π
3
. Zraven pa vemo, da niso vsi koti plo²£ice racionalni ve£kratniki
²tevila π, zato kota α in γ nista racionalna ve£kratnika ²tevila π.
Ker je β = π
3
, je α + γ = 2π
3
. Brez izgube splo²nosti lahko predpostavimo, da je
α < π
3
< γ. Tako pri tlakovanju enakostrani£nega trikotnika, ki ima vse kote enake
π
3
, vsako ogli²£e vsebuje natanko kot β, saj kot α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π,
kot γ pa je ve£ji od π
3
. Zato se pri robnem vozli²£u nahajajo natanko vrhovi kotov
α, β in γ ali trije vrhovi kota β, torej v robnem vozli²£u so tri ogli²£a plo²£ic.





in robovi dolºine (a, b, c), kjer α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π. Po-
tem je N ≥ 9.
Dokaz. Ker imajo vse plo²£ice v ogli²£ih trikotnika svoj vrh kota β = π
3
, dobimo tri
razli£ne plo²£ice. Ozna£imo jih s ²tevilkami 1, 2 in 3. Glej levi trikotnik ABC na
sliki 46. Zato imamo na vsaki stranici trikotnika vsaj dve plo²£ici in vsaj eno robno
vozli²£e, v katerem so tri ogli²£a plo²£ic. Recimo, da vsaka stranica vsebuje natanko
dve plo²£ici. Tedaj imamo tri robna vozli²£a. Naj bo P robno vozli²£e plo²£ic 1 in
2 na AB. Ker imata plo²£ici 1 in 2 svoj vrh kota β v ogli²£ih trikotnika, prispevata
plo²£ici pri P vrhova kotov α in γ. Zato moramo pri P dodati ²e plo²£ico 4, ki ima
pri P svoj vrh kota β. Ampak take plo²£ice ne moremo dodati, saj njen rob dolºine
c leºi izven trikotnika, ker je c > b. Ker je trikotnik enakostrani£ni, vsaka stranica
vsebuje vsaj tri plo²£ice. Glej drugi trikotnik na sliki 46. Torej imamo vsaj ²est
razli£nih plo²£ic. Posledi£no dobimo tudi ²est robnih vozli²£, ki prispevajo vsaj tri
razli£ne notranje plo²£ice. Torej je N ≥ 9 in je dokaz izreka kon£an.
Slika 46: Skica dokaza izreka 4.15.
Tako smo pokazali, da 7-tlakovanje enakostrani£nega trikotnika s plo²£ico, katere
en kot je β = π
3
in α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π, ne obstaja.
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5 Neobstoj 7-tlakovanj
Poglavje je povzeto po [2, poglavje 12]. Neobstoj 7-tlakovanj razdelimo na dva
primera glede na to, ali so koti plo²£ice sorazmerni ali ne. Vse zahtevane primere
smo ºe obravnavali. Ostane nam samo ²e, da skupaj sestavimo posamezne izreke.
Izrek 5.1. Predpostavimo, da so α, β in γ vsi racionalni ve£kratniki ²tevila π. Potem
ne obstaja nobeno 7-tlakovanje trikotnika s plo²£ico s koti (α, β, γ).
Dokaz. Recimo, da tak²no tlakovanje obstaja. Dokazujemo s protislovjem. Po izre-
ku 3.9 se par trikotnik ABC in (α, β, γ) pojavi v tabeli 2. Toda 7 se ne ujema z
nobeno od oblik ²tevila N . Dobili smo protislovje in dokazali izrek.
Pri²li smo do glavnega izreka.
Izrek 5.2. 7-tlakovanja trikotnika ABC s plo²£ico T ne obstajajo.
Dokaz. Predpostavimo, da je trikotnik 7-tlakovan s plo²£ico s koti (α, β, γ). Dokazu-
jemo s protislovjem. Ker 7 ni kvadrat, vsota dveh kvadratov ali trikratnik kvadrata,
potem iz poglavja 2 (kvadrati£no tlakovanje) in po izreku 2.4 trikotnik ni podoben
plo²£ici. Nadalje po izreku 5.1 ne obstajajo 7-tlakovanja s plo²£ico s sorazmernimi
koti. Zato niso vsi koti (α, β, γ) racionalni ve£kratniki ²tevila π. Potem mora tlako-
vanje glede na [7] ustrezati eni od vrstic v tabeli 3, razen tiste, ki smo jo ravnokar
izlo£ili. Za na² namen bodo te vrstice v tabeli zdruºene v naslednjih pet primerov,
kjer za plo²£ico veljajo naslednji pogoji:
• bodisi velja pogoj 3α + 2β = π,
• bodisi je γ = 2π
3
,
• bodisi je γ = 2α,
• bodisi je γ = π
2
,
• bodisi je β = π
3
.
Pri pogoju 3α + 2β = π iz izreka 4.9 izvemo, da 7-tlakovanja trikotnika ne obsta-
jajo. Da 7-tlakovanja ravno tako ne obstajajo, ko je γ = 2π
3
, sledi iz izreka 4.11.
Izrek 4.13 nam pove, da 7-tlakovanja ne obstajajo tudi, ko je trikotnik enakokraki
z baznim kotom α in je γ = 2α. e je trikotnik enakokraki z baznim kotom α in
je γ = π
2
, nam izrek 4.14 zagotavlja, da 7-tlakovanja ne obstajajo. V primeru, da
je trikotnik enakostrani£ni in je β = π
3
, pa 7-tlakovanja trikotnika spet ne obstajajo
po izreku 4.15. Kon£ali smo z dokazom izreka.
6 Nekatera novej²a tlakovanja in odprti problemi
Naslednji primeri, za katere M. Beeson meni, da N -tlakovanja ne obstajajo so za
N ∈ {11, 14, 19, 21, 23, 29, 31, 41}. Za konec je na sliki 47 prikazan primer tlakovanja,
ki je bil neznan pred letom 2011, na sliki 48 pa sta prikazana primera, ki sta bila
neznana pred letom 2018. Poglavje je povzeto po [2, poglavje 13].
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Slika 47: Primer 28-tlakovanja trikotnika s plo²£ico (2, 3, 4), za katero velja 3α+2β =
π in α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π.
Slika 48: Primer 44-tlakovanja in 48-tlakovanja trikotnika s plo²£ico (2, 3, 4), za
katero velja 3α + 2β = π in α ni racionalni ve£kratnik ²tevila π.
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